ALGEBRA (EBAU-EVAU 2018) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2018

1. Andalucia, junio 18

Ejercicio 3(B).-

(@) [1,5 puntos] Justifica que es posible un pago de 34,50 euros cumpliendo las siguientes
restricciones:

. utilizando unicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;

. se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;

. tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros juntas.
¢De cuéntas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

(b) [1 punto] Si se redondea la cantidad a 35 euros, justifica si es posible 0 no seguir haciendo
el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

Solucién:

a) Con las condiciones dadas, y en el supuesto que se emplean x, y y z monedas de 0,50 €, de
1 € y de 2 €, respectivamente, se obtiene el sistema:

0,5x+1y+2z = 34,50 X+2y+4z2=69
X+y+z=30 =3 X+y+z=30 .

y=X+12 X-y+z=0

Haciendo transformaciones de Gauss:

X+2y+4z=69 E1-E2( y+3z=39 15+3z=39=2=8 {
X+y+z=30 = X+y+z=30 = X+15+8=30—>x=7.
X—y+z=0  E3-E2| -2y=-30 y=15 T

Como hay una Gnica solucion (x =7, y = 15, z = 8), es posible hacer el pago indicado en las
condiciones dadas.

b) En este caso, el sistema sera:
0,5x+1y+2z=35 X+2y+4z=70

X+y+2z=30 =< x+y+z=30 .

y=X+12 X-y+z=0

Haciendo transformaciones de Gauss:
X+2y+4z=69 E1-E2[ y+3z=40 15+32=40=12=25/3
X+y+z=30 = X+y+z=30 = X+15+2z=30

X—y+2=0 E3-E2| —2y=-30 y=15 7T
Como la solucion para z no es entera no es posible hacer el pago de 35 € con las indicaciones
dadas.

2. Aragon, junio 18

301
B1. (3 puntos) Considere la matrizz A={0 0 O
10 3

a) (1,5 puntos) Determine los valores del parametro k para los que la matriz A—kl tenga
inversa, siendo I la matriz identidad de orden 3.
b) (1,5 puntos) Encuentre la matriz X que verifica que:
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(A-31)X =21
siendo I la matriz identidad de orden 3 y A la matriz que aparece al comienzo del enunciado.
Solucién:
301 k 0 O 3-k 0 1

a) A-kl={0 0 O|-|0 kK O|l={ O -k O
1 0 3) (0 0 k 1 0 3-k

Esa matriz tiene inversa cuando |A—KkI|=0.

3-k 0 1
0 -k 0 |=-k(3-k)"+k = —k(k?~6k+8) — vale 0 cuando k=0, 2, 4.
1 0 3-k

Por tanto, la matriz A—kl tendra inversa siempre que cuando k #0, 2, 4.

b) Como para k = 3 la matriz A—3I tiene inversa, se deduce que:
(A=31)X =21 = X =(A-31)"{(2I).

Célculo de (A-3lI )71.

0 0 1 0 0 3
A-3l=|0 -3 0|—> |A—3I|:3; Adj(A-31)=|0 -1 Of;
1 0 0 3 0 0

(003 0 0 1
(A-31)"=Z/0 -1 0|=|0 -1/3 0.
300 (1 0 o0

Por tanto,
0 0 2
X =(A=31)"(21) = 2(A-31)"=|0 -2/3 0.
2 0 0

3. Asturias, junio 18

1 1 2 m-1
1A. Dada la matriz A=|1 m-1 m 1 , donde m es un namero real.
m-1 1 m 1

a) (1,5 puntos) Estudiar el rango de A segln los valores de m.
b) (1 punto) Para m = -1, calcular la solucion, si existe, del sistema

0
X 0
Ay |= 0 (A" matriz traspuesta)
z
0

Solucién:
a) Habria que recordar que el rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
El rango no varia si a la tercera fila de la matriz se le resta la segunda:
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1 1 2 m-1 1 1 2 m-1
A=|1 m-1 m 1 - 1 m-1 m 1
m-1 1 m 1 F3-F2\lm-2 2-m 0 O
Se consideran los menores:
1 2 m-
Al=| 1 m 1 |=(m-2)(-m*+m+2) - seanulacuandom=20m=-1.
m-2 0 O
1 2 m-
|A|=lm-1 m 1 [=(2-m)(-m*+m+2) - seanulacuandom=20m=-1.
2-m O
Por tanto, sim # -1y 2 el rango de A sera 3.
1 1 2 =2 1
Param=-1, A=|1 -2 -1 1 | — Surango es 2, pues el menor #0.
21 -11
1121
Param=2, A=|1 1 2 1| — Surango es 1, pues tiene iguales las tres filas.
1121
0 1 1 =2 0
X X
. . 0 1 21 0
b) Param =-1, el sistemaes A y |= S 1Yy |= :
0 2 -1 - 0
z z
0 -2 1 1 0

Como se trata de un sistema homogéneo, seguro que tiene solucién; ademas, como el rango
dela matriz de coeficientes es 2 (menor que el numero de incognitas), el sistema sera
compatible indeterminado.

Multiplicando, queda el sistema:

X+y—-2z2=0 Yt
X—2y+z=0 X+y—-2z=0 X+y=22 X+Yy=22 -

= = = =><qy=t
2Xx—y—-2=0 X—2y+2=0 X—-2y=-z E2-E1|-3y=-3z Lt
—2X+y+2=0 -

4. Baleares, septiembre 18 (Opcién B)

1. Determinau quines relacions han d’existir entre a, b, ¢ i d perque es verifiqui AM = MA,
sent A i M les matrius segiients: (10 punts)

0 —1 « . fa b
A‘<1 1)‘ M_(c d>'
Solucion:

LS Ry (& )
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—c=b
—C —d b —-a+b —d=-a+b c=-b
a+c b+d d -c+d a+c=d d=a-b
b+d=-c+d
Por tanto, la matriz M debe ser de la forma:

a b
M = ,a,beR.
(—b a—bj

5. Cantabria, junio 18 (EXAMEN N° 1)

Ejercicio 1
Sean X, y, z nimeros reales. Consideremos las matrices
z 2 X 2 —2
A=l 1 -y -z|,B=|-1|,C=| 3
X+z -y zZ 1 1

1) [2 PUNTOS] Escriba un sistema de ecuaciones en las incognitas X, y, z que resuelvan el
problema matricial AB = C y calcule todas sus soluciones.

2) [1,25 PUNTOS] Si x =0, y = 0, calcule para qué valores de z la matriz A tiene rango 2.
Solucion:

z 2 X\ 2 —2 27-2+Xx=-2 X+2z=0
1) B=C=| 1 -y -z||-1|=| 3 |= 24y-z=3 = y-z=1
x+z -y z )1 1 2X+22+y+z=1 2X+y+3z=1
Se trata de un sistema muy sencillo. Puede hacerse por sustitucion:
X=-22 X=-22 X=-22
y=1l+z = y=1+z =>iy=1+z.
2X+y+3z=1 —-4z+1+2+3z=1 0=0
X =-2t
Como falta una ecuacion, el sistema sera compatible indeterminado, con solucion: <y =1+t.
z=t
z 2 0
2)Six=0,y=0=> A=|1 0 -z|—> |A=-2z(1+z) = Seanulasiz=00z=-1.
z 0 z

En consecuencia, si z # 0, -1, el rango de A sera 3.
Siz=002z=-1, el rango de A sera 2.

En efecto:
0 20 5

e 8iz=0, A=|1 0 O —elmenor 0¢0.
0 0O
-1 2 0

] -1 2

e« Siz=-1, A=|1 0 1 |- elmenor 0¢O.

-1 0 1
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6. Cantabria, junio 18 (EXAMEN N° 2)

Ejercicio 1
Considere el sistema siguiente dependiente del pardmetro b e R
2 b O 0
X
-1 0D 1
Yy |= :
-1 0 2 , 1
-11 0 0

1) [2 PUNTOS] Clasifique el tipo de sistema segun el parametro b.

2) [1,25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones del sistema en el caso b = 2.

Solucién:

1) La ecuacion matricial dada genera un sistema lineal de 4 ecuaciones con 3 incgnitas.
Tendré solucion cuando el rango de la matriz de coeficientes (A) sea igual al de la matriz

ampliada (M). La solucidn sera Gnica cuando, ademas, ese rango sea igual al nimero de
incognitas.

Célculo del rango de M:

2 b 00
10 b 1 o
M = 10 23‘1 — Su rango seré 4 si |[M|=0; menor que 4 cuando |M|=0.
1100
0 b 1 -1 b 1
IM|=2{0 2 1]-b-1 2 1|=2(b-2)-b(-b+2)=(2+b)(b-2).
1 00 -1 0 0

Por tanto, si b # -2 y 2 el sistema sera incompatible: rango de M = 4 > rango de A.

2 2
Lo 1 2 20
. Parab=2, A=| =M — el menor |A|=|-1 0 2/=-8=0.
-1 0 21
-11 0
-11 0 O

Por tanto, rango de M = rango de A = 3. Es sistema sera compatible determinado.

2 -2 0|0
10 -2 1 2 =20
. Parab=-2, A=| ~ =M —elmenor |A|=|-1 0 -2/=-8%0.
-1 0 2|1
-1 0 2
-11 0] O

Por tanto, rango de M = rango de A = 3. Es sistema sera compatible determinado.

2) Para el caso b = -2 (teniendo en cuenta la submatriz A,) el sistema es equivalente a:

2x—-2y=0 2x—-2y=0 x=-1
-X-2z=1 = —-X-2z=1=Jy=-1.
—Xx+2z=1 E3-E2| 4z=0 z=0
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7. Cantabria, septiembre 18 (EXAMEN N° 2)

L 31 11
Ejercicio 1 Sean A= , B= ,conx,y € R.
X 3 y 1

1) [1,25 PUNTOS] Determine los valores de x e y para los cuales AB = BA.

2) [1,5 PUNTOS] Determine un valor x para el que A% = 6A ; Tiene A inversa en este caso?
3) [0,5PUNTOS] Sean N, R, S, X matrices 2 x 2 que tienen todas matriz inversa. Despeje la
matriz X de la expresion N-X-R=S.

Solucion:

[3 1}(1 1} {1 1}(3 1}
1)AB=BA = . = ) —
x 3)ly 1 y 1){x 3

3+y 4 3+X 4
= = = 3+X=3+y=>X=Y.
X+3y x+3 3y+x y+3

Los valores de x e y deben ser iguales.

o 3 1\(3 1 3 1 9+x 6 18 6
2)Si A°=6A = . =6 = = =
x 3)\x 3 X 3 6x Xx+9 6x 18
= 9+x=18=x=09.
3) Como las matrices N y R son invertibles, multiplicando, miembro a miembro, por la

izquierda por N, y por la derecha por R™, se tiene:
N-XR=8 = N*{N-XR)R*'=N"SR™ = (N'N)X{(RR*)=N"SR* =

= I-X:1=N"S-R* = X=N"SR™.

8. Castilla La Mancha, junio 18
3B. a) Encuentra los valores del pardmetro a € R para que la siguiente matriz tenga inversa.

a-1 1 -1
A= 0 a-2 1 (1 punto)
a 0 2

b) Para a = 2 calcula razonadamente A y comprueba el resultado. (1 punto)
c¢) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes ‘A‘l‘ y |2A| . (0,5 puntos)

Solucién:
a) Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale 0.
a-1 1 -
A=l 0 a-2 1|=2(a-1)(a-2)+a(a-1)=(a-1)(3a-4)

a 0 2
. 4
— |Al=0sia=1loa=—.
3
. 4 . .
Por tanto, en los demaés casos, cuandoa# 1y a# 3 la matriz A tendra inversa.

(Adj(A))

b) La matriz inversaes A = |A|
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11 -1 0 2 0 0 -2 1
Paraa=2: A=|0 0 1 |=|Al=2;Adj(A)=|-2 4 2 :>A‘1=%-2 4 -1].
2 0 2 1 -1 0 0 2 O
Comprobacion: (debe cumplirse que AA™=1)
11 -1) (0 =2 1 11 -1)(0 -2 1
Paraa=2: AA*=|0 0 1 -%-2 4 -1 =%-O 0 12 4 -1|=
2 0 2 0 2 O 2 0 2)A0 2 O
2 00 1 00
:A-Al=%-020=010=|.
0 0 2 0 01

c)Paraa=0, |A=4.

Aplicando las propiedades de los determinantes:
1 1

Altl=—==; [2A=2°]A=84=32.

9. Castilla La Mancha, julio 18
3B. Dadas las matrices

SR

a) Halla razonadamente dos parametros a y b tales que A* =aA+Dbl . (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que (A—X)(A+X)=A®—X2.

(1,25 puntos)
Solucioén:

, (1 -3)(1 -3 1 -6 1 -3 10 a+b -3a
a) A= . = ; aA+bl =a +b = .

0O 1/)l0 1 0 1 0 1 0 1 0 a+b

Por tanto:

5 1 6 a+b -3a l=a+b a=2

A =aA+bl = = = = .

0 1 0 a+b —-6=-3a b=-1

b) Para que (A—X)(A+X)=A?—-X? es necesario que AX = XA, pues
(A= X)(A+X)=A"+AX - XA+ X2,

a b
Sea X =[ j entonces:
c d

1 -3\a b a-3c b-3d a b)1l -3 a -3a+b
(0 1j(c dj ( c d j (c dj[o 1) (c —30+dj

Luego:
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a-3c=a
a=d
a-3c b-3d a -3a+b c=cC
C d ¢ -3c+d b-3d =-3a+b b—b
d=-3c+d

a b
Las matrices pedidas son de la forma: X = (O aj , para cualquier valor de a y b.

10. Castilla—Ledn, junio 18
E1. a) Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro A:
AX+z=1
X+y+Aiz=1 (1,2 puntos)
X—y+z=1
b) Resolverlo para A = 1. (0,8 puntos)

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

A0 111
A=l1 1 All1l|=M
1 -1 1)1
Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.

Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale

A 0 1
|A|= 1 1 A/=A+A*-2 — Este determinante vale 0 siA=-20A = 1.
1 -1 1
Con esto:
o SiA#-2,1= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
-2 0 1|1
« SiA=-2setendra: A= 1 1 -2|1|=M.
1 -1 1|1
0 1 1
Como [M,|=|1 -2 Uy=-2-1=-3=0 = r(A) = 2 <r(M) =3: sistema incompatible.
-1 1 1
1 0 11
« SiA=1: A=|1 1 1]1|=M — Como hay tres columnas repetidas = r(A) = r(M) =2:
1 -1 11

sistema compatible indeterminado.

b) Si A = 1 el sistema inicial es:
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X+z=1 X=1-t
X+z=1 X+z=1
X+y+z=1= = =(z=t)—>4 y=0
X+y+z=1 E2-El| y=0
X-y+z=1 z=t

11. Catalufia, junio 18
6. Uns estudiants de batxillerat han programat un full de calcul com el de la figura segtient
que dona la soluci6 d'un sistema d’equacions compatible determinat d'una manera auto-

matica:

5 = F

1
(T
il

Liberation Sans v |10 v N C 5 A Y @\ N

E8 K E =2
B C D Bea F G H I J K
2
3
4 X y z sistema: COMPATIBLE DETERMINAT
>
6 1 2 -1| -6 x=1
7 1 -1 2] -3
A 2 1z (7==2]
9
10 z=3
11
12

a) Escriviu el sistema i comproveu que els valors proposats com a solucio son correctes.
[1 punt]

b) Quin valor s’hauria de posar en lloc del 2 que esta emmarcat en la imatge, corresponent
a la cella E8 (a,, de la matriu de coeficients), perque el sistema fos incompatible?

[1 punt]

Solucién:

a) En la figura se dan las matrices de coeficientes y ampliada, que son:
1 2 -1 -6 X+2y—-2=-6

A=l1 -1 2| -3|=M = {x-y-2z=-3.

2 1 2|6 2X+Yy+22=06

Sustituyendo x =1,y =-2y z = 3 en cada una de las ecuaciones:

1+2:(-2)-3=-6

1-(-2)-23=3 — Se cumplen las tres ecuaciones.
21+(-2)+23=6

1 2 -1 -6
b) La matrizampliada, | 1 -1 -2| -3 |= M, tiene rango 3, independientemente del valor
2 1 a,| 6
1 2 -6
que tome a,,, pues |[M,|=|1 -1 -3|=0, |M,|=—45. Por tanto, para que el sistema sea
2 1 6

incompatible habria que imponer que el rango de la matriz de coeficientes fuese 2, lo que
implica que,
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1 2 -
|Al=]1 -1 -2|=0= -3-6-3a,,=0=a,=-3.
2 1 a,

12. Comunidad Valenciana, junio 18

Problema B.1. Sea A una matriz cuadrada tal que A’ +2A=3l, donde | es la matriz
identidad. Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Los valores de a y b para los cuales A™ =aA+bl (3 puntos).
b) Los valores de oy p para los cuales A* =aA+Bl (4 puntos).
¢) El determinante de la matriz 2B, sabiendo que B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo

determinante es 2 (3 puntos).
Solucién:

a) De A’+2A=3l = A(A+21)=3I :A-%(A+2I):I — (por la definicion de matriz

inversa) = A™ :%(A+2I):1A+gl . En consecuencia: a:% y B=§-

b) De A*+2A=3l = A*=3I-2A =
A’ =(3I —2A)(3I —-2A) = 91> ~6A—6A+4A* =9I —-12A+4(3I —2A) =

A' =91 -12A+121 —-8A =211 —20A — o =21; B = 20.

¢) Para una matriz M, cuadrada de orden n y no singular, se cumple:

_ 1 n
D [M¥[=(m])"; 2) (|M|)1:W3) [PM]=p"[M[; 4) [M-N[=[MI{N].
Luego, si B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante vale 2:

287 =2°|B| " = 23-% =4.

13. Comunidad Valenciana, julio 18

Problema B.1

Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = Ay BA = B, deducir que

A*=Ay B*=B (4 puntos).

10
b) Dada la matriz A= [0 0] se pide encontrar los parametros a, b para que la matriz

a o0
B= L b} cumplaque B>=B peroAB#AyBA#B (2 puntos).

x 1 0
c) Sabiendo que |y 2 1|=3, obtener razonadamente el valor de los determinantes
z 3 2
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2x 1 0 |[x+1 1 0
2y 2 1llyly+3 2 1 (4 puntos).
2z 3 2| |z+5 3 2

Solucién:
a) Si AB = Ay BA =B, entonces, aplicando la propiedad asociativa del producto de matrices:

A = AA=(AB)A= A(BA)=AB=A
B° = BB =(BA)B=B{(AB)=BA=B_

10 a 0
b) SiA:{0 0} y B{1 b},paraquese cumpla que B*> =B pero AB # Ay BA #B.

2

a =a

, a O0]fa 0] [a O a®> 0| (a0
B°=B = : = = = = Ja+b=1=
1 bjl1 b] |1 b a+b b’| [1 b ;
b =b
a=0a=1
=
b=1b=0

00
. Paraa=0yb=1: B= :
11

10
« Paraa=1yb=0: B= :
10

e o-ly 312 lo s 2o o %L1 1o o1 of

Esta solucion cumple los requisitos exigidos.

10 1 010 10 .
Para B = — AB= . = = A. No cumple lo exigido.
10 0 O0f|1 0| |0 O

x 1 0
c)Si|y 2 1/=3,aplicando las propiedades de los determinantes:
z 3 2
x 1 0
21y 2 1/=23=6;
z 3 2

x+1 1 0 |x 1 0 |11 1 0
y+3 2 1j=|y 2 1{+|3 2 1/=3+0=3.
z+5 3 2/ |z 3 20 5 3 2
El segundo determinante vale O pues la primera columna es la suma de las otras dos.
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14. Galicia, septiembre 18

0O 0 -1
Dadalamatriz A=|-1 0 O
0O -1 0

a) ¢Qué relacion existe entre su inversa A™ y su traspuesta A'?

b) Estudia, segun los valores de A, el rango de A—A-1, siendo | la matriz identidad de orden
3. Calcula las matrices X que verifican:

0
AX+X=|0
0
Solucién:
. t
a) La inversa de la matriz A es Al:%'
0 0 -1 00 1
Como A=|-1 0 0| =|A=-1; Adj(A)=|1 0 0=
0 -1 0 010
010 0 -1 0
Al:(i}o 0 1|={0 0 -1|-—>Seobservaque A™*=A".
100 |10 o

Nota: Podria indicarse que la matriz dada esa ortogonal.

- 0 -1 - 0 -1
by A~Al=| -1 A 0 |—> |A—M|= -1 -A 0|=-A°-1.
0 -1 - 0 -1 -

Como —A°*—1=0 paraA =—1y —A*—1=0 cuando A #—1, se concluye que:
. Rangode A—Xl =2siA=-1.
.« Rangode A—Al =3siA#-1.

0 0
En el caso de A = -1 se tiene la ecuacion dada: AX +X =| 0| < (A-(-1):1)X =|0
0 0

Esa ecuacion da lugar a un sistema lineal homogeéneo, que siempre tiene solucion (la matriz X
debe ser de dimension 3x1 para poder operar).

Como el rango de la matriz de coeficientes A+ 1 es 2, el sistema serd compatible
indeterminado.

0 1 0 -1)x 0 X—-2=0 X=t
(A+1)X=|0|=|-1 1 0 |ly[=|0|=<{-x+y=0=4y=t.
0 0 -1 1){z 0 -y+z=0 z=t
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15. La Rioja, junio 18
Sea el sistema de ecuaciones

CX+y—22=6
cx—2y+z=0 .
—2X+Yy+Cz=-6
(1) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.
(I1) Halle la solucion o soluciones, si existen, cuando el parametro c es 1

Solucién:
I) Hay que estudiar el rango de las matrices de coeficientes, A, y ampliada, M.

c 1 -2 | 6

Estas matricesson: A=| ¢ -2 1 0 |=M.
-2 1 ¢ -6
c 1 -2
El determinante de A, [Al=|c¢ -2 1|=c(-2c-1)—(c*+2)-2(c—4)=-3c"~3c+6.
-2 1 ¢
Este determinante vale 0sic=-201; yesdistintode 0sic#-2y 1.
Con esto:
« Sic#-2y1= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
-2 1 =2 6
. Sic=-2setendrd: A= -2 -2 1 0 =M.
-2 1 -2 | -6

El rango de A es 2, pues

- 1
2‘ =6=0; pero el rango de M es 3, pues

-2 1 6
IMy|=|-2 -2 0|=-36-36=-72=0.En consecuencia, el sistema es incompatible.
-2 1 -6

1 1 =2 6

. Parac=1setiene: A= 1 -2 1 0 [=M.
-2 1 1 —6

El rango de A es 2, pues i

1
2‘ =-3#0;ycomo el rango de M también es 2, ya que

1 1 6
IM,|=|1 -2 0|=0, el sistema sera compatible indeterminado.
-2 1 -6
X+y—22=6
I) Parac =1 el sistema queda: < Xx—2y+z=0 . Como se hadicho, es compatible
—2X+Yy+2=—-6

indeterminado, equivalente a:
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X+y—22=6 X+y=6+2z X+y=6+2z
= = =
X—2y+2=0 X—2y=-1 E2-E1|-3y=-6-3z
X=4+t
> @Z=t)= Jy=2+t.

{x+(2+z):6+223{x:4+z
z=t

y=2+z2 y=2+z

16. Madrid, junio 18
Dado el sistema de ecuaciones

X+ my =1
-2x— (m+Y)y+ z =-1
X+(2m-)y+(Mm+2)z=2+2m

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro m.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 0.

Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
1 m 0 1
A=|-2 —(m+1) 1 -1 |=M

1 2m-1 m+2| 2+2m

Si r(A) = r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucidn Gnica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) < r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale
1 m 0

A=-2 —(m+1) 1 |=—(m+1)(m+2)-2m+1-m(-2(m+2)-1) = m*-1 — Este
1 2m-1 m+2

determinante valeOsim=-1om=1.
Con esto:
« Simz-1y1= r(A) =3=r(M). El sistema serd compatible determinado.

1 -10 1
« Sim=-1setiene: A=|—-2 0 1| -1|=M . (Elrango de A es 2: |Ai|:‘12 _()1¢0).
1 -3 1/ 0
-1 0 1
Como el menor [My|=/0 1 -1=2=0 = rango de M es 3. Sistema incompatible.
-3 1 0
1 1 0‘ 1 1 0
« Sim=1setiene: A= -2 (-2 1| -1|=M. (Elrango de A es 2: |A2|:‘_2 1¢0)_

1 1 3|4
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1 0 1
El menor |M2| =-2 1 -1=7-7=0 = rango de M tambien es 2. Sistema compatible
1 3 4

indeterminado.

b) Si m = 0 el sistema es compatible determinado. Puede resolverse aplicando
transformaciones de Gauss.

x=1 x=1 x=1 x=1
2X-y+z=-1 = -y+z=1= -y+z=1=qy=-1.
X—y+2z2=2 -y+2z=1 E3-E2| z=0 z=0

17. Madrid, junio 18

m 0 2 -2
Dadas las matrices A=| -2 4 m |y B=| 0 [, sepide:
0 1 -1 0

a) (1 punto) Obtener los valores del parametro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Param =0, calcular AB y A™B.

¢) (0.5 puntos) Calcular B-B' y B'-B, donde B' denota la matriz traspuesta de B.
Solucién:

a) La matriz A es invertible siempre que su determinante sea distinto de O.

m 0 2
A=]-2 4 m|=m(-4-m)-4=-m’-4m-4=—(m+2)" = |[A=0sim=-2.
0 1 -1

— La matriz A admite inversa si m # —2.

b) Param = 0:
0 0 2
A=|-2 4 0 | con|A=—4.
0 1 -1

(Adj(A))

A

Suinversaes A™ = ,siendo Adj(A) la matriz de los adjuntos de A.

-4 -2 2
Esta matriz de los adjuntos es: (AJ ) =2 0 O
-8 4 0

Luego:

-4 2 -8 1 -1/2 2
AI:—%- -2 0 4(=|1/2 0 1]
-2 0 0 /2 0 O

Con esto:
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0 0 2)\(-2 0 1 -1/2 2\(-2 -2
AB=|-2 4 0 {0 |=4|;A"B=[1/2 0 1|{ 0 |=]|-1]|.
0 1 -1){0 0 1/2 0 0J){ O -1

18. Madrid, julio 18

14 0 10 X 2
Dadas las matrices A=| 0 7 5 |, X=|y|y B=|37/2|, se pide:
3 4 5a z 11

a) (1,25 puntos) Discutir el rango de la matriz A, en funcion de los valores del pardmetro a.
b) (0.75 puntos) Para o = 0, calcular, si es posible, A,

¢) (0.5 puntos) Resolver, si es posible, el sistema AX =B, en el caso a = 1.

Solucién:

a) Haciendo el determinante de A:

14 0 10
|Al=[0 7 5|=4900—490 = |A|=0sia=1; |A#0 sia#l.
3 4 5a
Por tanto:
Elrangode Avale3sia#1,yvale2sia=1.
b) Para a = 0:
14 0 10
A=| 0 7 5 | con|A=-490.
3 4 0
Suinversaes A* =%, siendo Adj(A) la matriz de los adjuntos de A.
-20 15 -21
Esta matriz de los adjuntos es: (A;)=| 40 30 -56|.
-70 -70 98
Luego:
-20 40 -70
A L 15 30 -70].
490
-21 -56 98

¢) Si a.= 1, las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son:

14 0 10 2 14x+10z=2
A= 0 7 5|37/2|=M .Elsistemaes: s 7y+52=37/2 .
3 4 5|11 3x+4y+5z=11

14 0
El rango de A es 2, pues |A|=0 pero el menor o 77 0.
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14 0 2
El rango de M tambiénes 2, pues ([0 7 37/2[=0.
3 4 11
Por tanto, si o= 1 el sistema es compatible indeterminado. Resulta equivalente a:
1 5
15 X=--2t
14x+107 =2 _ X=2-52 [
— Despejando: —>(siz=t)> 37 5.
7y+52=37/2 37 5 y=—-3t
y=""027 14 7
14 7 7=t

19. Madrid, julio 18

Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania y Suiza). En
los hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia, 25 euros diarios en
Alemania y 30 euros diarios en Suiza.

En comidas cada uno ha gastado: 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania y
25 euros diarios en Suiza. Ademas, el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno.
Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona, que ha durado 15 dias y
que han estado en Francia el doble de dias que en Suiza, obtenga el numero de dias que han
estado en cada uno de los tres paises.

Solucion:

Cada dia en Francia cuesta: 20 € de hotel + 20 € de comida + 8 € de viaje =48 €.

En Alemania: 25 € + 15 €+ 8 € =48 €.

En Suiza: 30 € +25€ +8 € =063 €.

Si el nimero de dias que cada estudiante pasa en Francia, Alemania y Suiza son x, Y, z,
respectivamente, se debe cumplir que:

X+y+z=15
48x+48y +63z =765 — Sustituyendo y por Gauss =
X =22
y+3z=15 y+3z=15
48x+159z2 =765 = E2-48E1S 152=45 —=z=3;x=6;y=6.
X =2z X =21

20. Murcia, junio 18

1 0 2
CUESTION A.1: Considere lamatriz A={0 1 0].
0 0 1

a) [1,5 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, Ay A,
b) [1 p.] ¢Cual sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de n e N?
Solucion:

1 0 2)y1 0 2 1 0 4
a) A°=|0 1 00 1 0|=0 1 Of;
0 0 1)l0 01 0 01
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1 0 2\(1 0 4 1 06
A=AA=0 1 00 1 0|=|0 1 Of;
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 0 21 0 6 1 0 8
A*'=AA*=l0 1 0[O0 1 0|=/0 1 0].
0 0 1)/\0 0 1 0 01
1 0 2n
b) Voy a demostrar que la conjetura A"={ 0 1 0 | es cierta aplicando el método de
0 0 1

demostracién por induccién.

En efecto:

1. Se cumple paran =1.

2. Supuesto cierto para n hay que ver se cumple para n + 1:

1 0 21 0 2n 1 0 2n+2 10
A"=AA"=0 1 OfO 1 0 |=0 1 0 [(=|0 1 0
0 0 1)l0 0 1 00 1 00
Por tanto, la conjetura es cierta.

21. Pais Vasco, junio 18
Ejercicio B5
Si llamamos P a la suma de todos los nimeros pares menores que 1001 y T a la suma de todos
los multiplos de 3 menores que 1001, ¢cuanto vale P — T?
Solucion:
Se trata de dos progresiones aritméticas:
« Los numeros pares: 2, 4, 6,..., 1000 - a, =2n, P es la suma de los 500 primeros

(2+1000)500

términos —» P = =250500.

« Los multiplosde 3: 3, 6,9,...,999 — b, =3n, T es la suma de los 333 primeros

(3+999)333

términos »> T = =166833.

Por tanto:
P — T =250500 - 166833 = 83667.

Recuérdese que la suma de los n primeros téminos de una progresion aritmetica {an} viene

(a,+a,)n .

dadapor: S =
p n >

22. Pais Vasco, julio 18

Ejercicio B5

Hallar razonadamente el Gltimo digito del nimero P =(2018)"" (3)™".
Solucion:
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P =(2018)"" (3" = P =(20183)"" =(6054)"".
El dltimo digito de las sucesivas potencias de 6054 es el mismo que el Gltimo digito de las
sucesivas potencias de 4, que son:

A= 4;4%=16;43= (16 - 4) = 64; 4* = (64 - 4) = 256...
Puede observarse que las potencias de exponente impar trminan en 4; y las de exponente par
terminan en 6.

Por tanto, el ltimo digito del ndmero P =(2018)"" (3)*"" sera 6.

2018 (
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