Matematicas Il Derivadas 1

Definicion de derivada

Observacion: Algunos de los enunciados de estos problemas se han obtenido de Selectividad.

1. Halla, utilizando la definicion, la derivada de la funcion f(x) = en el punto x = 2.

x? +1

Comprueba aplicando las reglas de derivacion que tu resultado es correcto.

Solucion:

La derivada pedida vale: f'(2) =1im 12+ hi: - (2

F(2)=2: f(2+h):2;2 -
5 (2+h) +1
_ 2 _ _ 2
— F@2+h)-f(2) = 2+21 _gle+5h 22(h +4h+5): 23h 2h
2+h)“+1 5 5(h“ +4h +5) 5h* +20h + 25
Por tanto:
—3h-2h?
_ 2 _3h _ 2h?2
f,(2)=”m f(2+h) f(2) Il'm 5h +20h+25 =||'m 3h 2h =_i
h—0 h h—0 h h-05h% +20h%? +25h 25

« Derivando utilizando las reglas se tiene:
X2 +1-x2x  1-x?

f(x) = =
) (X +1)%  (x?+1)?
2
Six=2, t@Q=or? -3
2°+1)? 25

Efectivamente, coinciden.

2. Aplicando la definicion demuestra que la funcion f (x) = |x - 2| no es derivable en x = 2.
Da también un razonamiento gréafico.

Solucion:
—-X+2, X<2

X—2, X2
Haciendo las derivadas laterales en x = 2 se tiene:

Como se sabe: f(x)=|x— 2|:{

_ h _
Por la izquierda: f'(27)= lim f2+h)-1(2) _ Iim U: lim _h:_1
h—0" h h—0~ h h—0~ h
— h
Por la derecha: f'27) = lim fe+h-1(2) lim U: lim D:1
h—0* h h—0* h  h-0" h

Como no coinciden, la funcién no es derivable en x = 2,
En la representacion grafica puede observarse que la 2
funcion tiene un pico en x = 2.
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3. Aplicando la definicidn, determina los valores de a y b para que la funcion

2 . <
f(x)= X+ 2x S! x<0 sea derivable en el punto x = 0.
ax+b si x>0

Representa graficamente la funcién hallada.

Solucion:
Continuidad:
Six >0, f(xX)=x*+2x - 0
Six > 0", f(x)=ax+b—> b = b=0
Derivabilidad:
Por la izquierda:
2
#07) = lim TW=FO) _ g b7 +2h
h—0~ h h—0" h
Por la derecha:
f(0")= im M =10 _ g 80+b 8 aon
h—0* h h—0" h h—0"

, . X2 +2x si x<0
Por tanto, la funcion pedida es f(x) = " )
2X si x>0

Su gréfica, que se obtiene dando valores es la siguiente.
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4. Una persona camina a la velocidad constante de 3 m/s alejandose horizontalmente en linea
recta desde la base de un farol cuyo foco luminoso esta a 10 m de altura. Sabiendo que la
persona mide 1,70 m, calcular:

a) La longitud de la sombra cuando la persona esta a 5 m de la base del farol.

b) La velocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de comenzar a caminar

Solucién:
La situacion puede esquematizarse en el siguiente dibujo.

a) Si s es la longitud de la sombra cuando esta a 5 m, por
el teorema de Thales se tiene:

10_5%S _ 10s-85+17s = .

17 s
17 17
=S :%:1,024 m 3 5
8,3 — h
~ St " X

b) A los t segundos de empezar a caminar la persona esta a 3t m del farol. Si la longitud de la
sombra en ese instante mide x m, se cumple:

20X ox =51t +17x = x =20 m
17 X 8,3

La variacion de la sombra (velocidad de crecimiento) en el instante t viene dada por la

derivada de x con respecto a t, ax = oL m/s
dt 83

5. Un incendio se extiende en forma circular uniformemente. El radio del circulo quemado
crece a la velocidad constante de 1,8 m/min.

a) Obtener el area quemada en funcion del tiempo t transcurrido desde el comienzo del
incendio.

b) Calcular la velocidad de crecimiento del &rea del circulo quemado en el instante en que el
radio alcance 45 m.

Solucién:
El radio del circulo quemado crece a la velocidad constante de 1,8 m/min significa que

%:1,8 < dr=18dt < r=18t

Con esto:
a) El area quemada en funcion de t serd S = nr? = 11,8%t? = 3,24nt?

b) La velocidad de crecimiento del area viene dada por 2—? =6,48nt .

El radio alcanza los 45 m cuando 45 = 1,8t = t =25 minutos.
dS(25)

Por tanto, la velocidad de crecimiento en el instante t = 25 sera =6,487-25=162x
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Practica de derivadas

6. Halla la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x)= (3x5 —4x% + 7)4 b) f(x)= (3x— 2x2)-(4x2 —1)3

2x% -1 2 3 4 2x-1
c) f(x)= d f(X)=——-—F+— e) y=
) 100 X2 — 4x ) 1) x* x* x° )y x? + 3x
2 x? —3x 3x
=< _ h) v=_ 2%
Ny 3x* —5x 9y X% +2 )Y (x? -1)°
Solucion:

a) f'(x)= 4(3x5 —4x% + 7)3-(15x4 —8x)
b) f'(x) = (3—4x){ax? -1 +(3x - 2x?)3(ax? - 1) 8x
6x”(x* —4x) - (2x° -1)(2x - 4) _ 2(x" -8x® +x~2)

c) f'(x)=
) T (x* —4x)? (x* —4x)?
, 6 12 20
d) f (X):—X—4+X—5—F
&) y= 2(x% +3x) — (2x —1)(2x + 3) _ —2x*+2x-3
(x? +3x)° (x? +3x)°
f) y,_—2-(6X—5) ~10-12x
(3x* —5x)*>  (3x* -5x)°
A (2x —3)(x* +2) — (x> —3x)-2x _ 3x2+4x-6
(x? +2)° (x? -1)°
h) y= 3(x* —1)° —3x5(x* —=1)*-2x _ 3(x? —1) —3x5-2x _ —27x* -3
(XZ _1)10 (XZ _1)6 (XZ _1)6

7. Para las funciones dadas en el problema anterior, halla el valor de f"(0) en el caso en que
esté definida. Si no esta definida, indica el motivo

Solucion:

En principio, basta con sustituir.

a) f°(0) =0

b) f°(0) =-3.

c), d) y f) No existe. La funcion no esta definida en ese punto.
g f'(0)=-6

h) f°(0) =-3
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8. Deriva y simplifica:

a) Y =+/(x* +5x)° b) y =3/(5x* —2x)?

Solucién:
2 2, 2
2) y= 3(x“ +5x)°-(2x +5) _ 3(x +5x)(2x+5) 3 (2X+5)m

2./ (x? +5x)° 20x2+5x 2
b) y=3/(5x*-2x)* = 5x° -2x)*"* = y’:§(5x2 —-2x) M (10x-2) =

2(10x — 2)

3R/5x? — 2x

9. Para las funciones del problema anterior, indica los puntos en los que la derivada vale 0.

Solucién:
a) g(2x+5)\/x2 +5x =0 =>x=-5,x=-5/20x=0.

En los tres puntos hallados hay dificultades.

En x = —5/2 la funcion no esta definida. Por tanto, en ese punto no es derivable.

En x = -5 hay problemas, pues la funcion solo esté definida por la izquierda. Por tanto, en ese
punto la funcioén no es derivable.

El razonamiento es analogo para x = 0, donde s6lo esta definida por la derecha.

En consecuencia, la derivada no se anula nunca.

oy 240X=2) 4 =155

33/5x% — 2x

10. Deriva y simplifica (piensa si puedes utilizar las propiedades de los logaritmos):
a) y =log(4x® —x+2) b) y =log(x® -5x)’

¢) f(x)= |ogxi2 d) f(x) = log(x - 2v/x)

Solucion:
a) y:&loge
AX? =X +2
3x* -5 21x*-35

b) y =log(x® —=5x)" =7log(x® -5x) = y=7 =
) y =log( ) 9( )=y 3 5x . o3 iy

C) f(x):logi2 = f(x)=-logx*=-2logx = f’(x):%loge
X

1

)=t [ L
d) f (X)_x—zﬁ(l &jloge
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11. Deriva y simplifica (piensa si puedes utilizar las propiedades de los logaritmos):

a) y=Iny3x® —2x b) y =+/In(3x°® —2x)

c) f(x):ln(cos2 x) d) f(x):ln(cosxz)

Solucion:

1 118x° -2 9x° -1
a) y=Iny/3x*-2x==In(8x* -2x) = y== =
)Y 2 ( ) y 2 3x® —2x  3x® —2x

b) y= 1 18x° -2 _ 9x° -1
2,/In(3x® — 2x) 3x° =2x  (3x® — 2x)4/In(3x° — 2X)
C) f(x):ln(coszx) = f(x)=2Incosx = f'(x):2_senXX:—2tagx
— 2-
d) f(x):ln(cosxz) = f'(x):M:—ZXtag x?
COS X

12. Aplicando las férmulas de derivacion y las propiedades de los logaritmos, calcula,
simplificando el resultado, las siguientes derivadas:

a) y=Inyx*=5x b) y=1+x)-InL+Xx) c) yzln( L
2X+3

J d) y =5log x?

Solucion:

2_ 2_
a) y=Iny2x® -6x = In(2x® —6x 1’Zziln 2x° —6X) = y’:l 6x" -6 _ 3x" -3
y 3 3
2 2 2x° —6Xx 2Xx° —6X

b) y =1+ x)In(+X) = y=In(l+x)+ L+ X)lez In(+x)+1

c) y=|n( ! j: InN1-In(2x+3) = y=
2X+3

2X+3
d) y=5logx* = 10logx = y’=£|oge
X

13. Aplicando logaritmos halla la derivada de:

a) f(x)=x"" b) f(x)=(e*)

Solucion:
a) Aplicando logaritmos: In f(x) = Inx™* =InxInx = (Inx)*.
PO _ 2100 o # = x™ 2inx

f(x) x X

b) Aplicando logaritmos: In f (x) = In(e* ] =e* Ine* = xe*.

f"(x)
f(x)

Derivando:

Derivando: =e"+xe" = f'(x):(ex)ex (e* +xe)
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14. Deriva:
2 2 In(x* -1)
a) f(x)=x°In(3x—4) b) f(x)=(x-1In(x*-1) «¢) f(X)ZT
Solucion:
2
a) f(x)=x*In3x-4) = f’(x)=2xIn(3x—4)+x* = 2xIn(3x—4) + 3
3x—-4 3x—4
2 I 2 2X _ 2 2X
b) f(X)=(Xx-DIn(x* -1) = ' (x)=In(x"-1)+(x-1)-— = In(x* -1 +—
(x° - X+1
2X 3 2 2
X* =3x°In(x* =1)
In(x? —1) , (x* -1 2x% =3(x* 1) In(x* 1)
c) f(X)=———F2L = f'(X)= =
) 1) X3 ) x° x*(x? 1)
15. Deriva:
a) y=23x2—l b) y=e—x2+3 C) y:XZeZX+1
d) y=— &) y=e"H ) f(x)=(x-3)"
X+2
Solucion:
a) y=6x2>"In2 b) y=-2xe™**
C) y': zxe2x+l+x2'2e2x+l:2X(1+X)e2x+l d) y': e '(X+2)2_e _ e (X+]2-)
(x+2) (x+2)
. 2(3)(2 _2) 24/x%-2x 3x* -2 2 x*-2x . x%-3x x%-3x
e) y=————¢ = ———¢ f) f'(x)=e +(x-3)-(2x-3)e
24/x3 = 2x VX3 —2x
16. Deriva:
a) f(x)=xe™ b) f(x)=cos’e* ¢) f(x)=cos®x®

d) f()=sen(x*-3x)2 ) f(x)=(sen(x*-3x)] f(x)=cosx—12

X sen’x
g) f(x)=—— h) f(x)=—;
sen X X +1

Solucion:

a) f(x) = 2xe™* —x’sen xe™* = xe"**(2 - xsen x)

b) f'(x)=2cose*-(-sene”)e* = —2e*sene*-cose”

c) f(x)=2cosx*-(-sen x*)3x* = —6x”sen x*-cosx*

d) £/(x) =2 (x* —3x)(3x? — 3) cos(x* — 3x)?

e) f'(x)=2 (sen(x3 —3x))-cos(x3 —3x)-(38x* —3) = 6(x* -1)sen(x® —3x)-cos(x® —3x)

" f'(x):—%(—se”izjﬂx%en(x2) g) f(x) =X XEO8X
X X sen‘x
. 2sen x-cosx-(x? +1) — 2xsen®x
hy f/(x)= (2 2
(x +1)

José Maria Martinez Mediano



Matematicas Il Derivadas 8

17. Deriva:

a) y = tag (x* +2) b) y =tag (x +2)° c) y=tag® (x+2)
d) f(x) = xtag(x 1) f) f(x)=(tagx®

Solucién:

3x°
cos® (x® +2)
b) y'=3(x+2)*(1+tag® (x+2)%)
c) y=3tag®(x+2)(1+tag® (x+2)) = 3tag®(x +2) +3tag* (x + 2))
d) f'(x) =tag(x —1) + x(1+tag?(x —1))
f) f(x)= 2(tagx2)-(1+tagzx2)-2x = 4x(tagx2)-(l+tagzx2)

a) y=3x’(1+tag” (x*+2)) =

18. A partir de la derivada de la tangente halla la de f(x) = cotag x. Halla también la
derivada de y = cotag (3x° +2).

Solucion:
e, COS X
Por definicion de cosecante: f(x) = cotag x = .
sen X
) , —SEeNn X-Sen X — COS X COS X -1
Derivando: f'(x) = > =———= —cosec’ X
(sen x) sen” x

Para y = cotag (3x* —5x+2) = y'=—(6x—5)-cosec’ (3x* —=5x+2).

19. Deriva:
a) y =arcsen x° b) y =arcsen (cosx) C) y = arccos(cosx)
d) y =arccos(l+ x) e) y = arctag Jx f) y = arctag (exz)
Solucion:

. 3x?
a) y'= -

V1-X

b) y=—— senx —senx _ L,

J1-(cosx)>  Esenx

Nota: Por definicion y =arcsen (COSX) < SeNy=C0SX < yYy=m/2—X 0 Yy =X—7/2.
Por tanto, y'= 1

, — Senx senx
C) Y=- = =+1

JL—(cosx)?  *+senx
Nota: Por definicién y =arcsen (Cosx) <> seny=C0SX < Yy=m/2—-X 0 y=X—m/2.
Por tanto, y'= 1
1 1 .11 f) y= 2xe

S m@rx? JKx-2) VVEon D e

d y
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20. Halla la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado:

a) y = In+/sin x? b) y = x"*

Solucion:

a) y=Invsinx? < y = In(sinx*)"? :Elnsin x> = y= L :
2 2 sinx
b) Aplicando logaritmos: y=x"* = Iny = In(x'“x) = Iny =Inx-Inx = (Inx)’

Derivando: - = 2(In x)i = y=y 2Inx _, Y= NIRALLS
y X X

.COSX?-2Xx = xcotag x*

2

21. Calcula, simplificando el resultado todo lo posible, la derivada de la funcion:

F(x) = In1—cosx
1+cosx
Solucién:
Por las propiedades de los logaritmos:
1-cosx
f(x)=1In f(x) =In(l—cosx) —In(L+ cosx)
1+cosx
Derivando:
F(x) = senx  —senx _ (I+cosx)senx+(l-cosx)senx _ 2senx _ 2
1-cosx 1+cosx 1—cos? x sen?x  senx

1-cosx

22. Halla, simplificando el resultado, la funcién derivada de f (x) = arctag 1 , para
+ COS X
0<x<m
Solucidn:
. , f7(x)
Recordamos que si y =arctag f(x) = y=——-—"—.
1+(f(¥)
Por tanto,
£(x) = 1 1 senx(1+ cos x) — (1 — cos x)(—senx) _
14 1C0SX " 1—cosx 1+ cos x)?
1+cosx "V1+cosx
_1+cosx 1 2senx _ 4/14+cosx 2senx _
2 5 [1-cosx (1+cosx)® 4+1-—cosx 1+cosx
1+ cosx
2senx senx senx 1

AJ1-cosxVI+C0SX  2\1_cos?x  2senx 2

. . . X 1-cosx
De otro modo. Una de las formulas de trigonometria es: tag — = ‘/ :
2 1+ cosx

1-cosx
1+ cosx

En consecuencia, f(x)=arctag = arctag(tag g} :g = f'X)= %
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23.Si f(x)=x*+1y g(x)=senx’ halla la derivada de las funciones F(x) = f(g(x)) Yy
G(x) = g(f(x)), aplicando la regla de la cadena.

Solucién:
Para F(x) = f(g(x)) = F(x)=f(g9(x))-g"(x)
Como f’(x) = 2x, se tendra que f"(g(x)) = 2g(x) = 2senx”.
Por otra parte g"(x) = 2xcos x°.
Por tanto,
F(X) = f(g(x))-g"(x) = 2senx’®-2x cos x> =4xsenx” cos x*

Como g'(x) = 2xcos x?, se tendra que g"(f (x)) = 2 (x)cos(f (x))* = 2(x? +1) cos(x? +1)°.
Por otra parte f"(x) = 2x.
Por tanto,

G (X)=g(f(x)f(x) = [2(x2 +1) cos(x* +1)2]-2x = 4x(x* +1)cos(x’ +1)*

24. Halla la derivada n-ésimade f(x)=Inx.

Solucidn:

De f(x)=Inx = F=t= @)= 2 = " K)="2= f9x)=_22
X X X X

2

+2:34

e f”)(x):Ln(n_l)!

£9(x) =

Nota: Si se escribe f"(x) = x* las sucesivas derivadas se obtienen con mayor facilidad, pues:
X)) =-1x"= 77X =-12)x2 = f2(X) = (-)(-2)(3)x™* = ...
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Funciones definidas a trozos

11

25. a) Calcula los valores de a y b para que la funcion

3X+2 si x<0
f(x)={x?+2acosx si 0<x<m
ax? +b Si x>

sea continua para todo valor de x.

b) Estudia la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.

Solucion:

a) Hay dos puntos conflictivos: x = 0y x = «. En ambos casos la funcién esta definida, siendo
f(0) = 2a y f(r) = an® + b. Para que sea continua, ademas, debe tener limite en esos puntos y

coincidir con su valor de definicion.
Enx=0:
Six >0, f(xX)=3x+2 —» 2
Six —» 0%, f(x)=x*+2acosx — 2a.
Ambos limites coinciden cuando a = 1.
Enx=m:
Six > 7w, f(X)=x?+2acosx — n°—2a=n°—-2
Six > ', f(x)=ax’+b > ar® +b=n’+b.
Ambos limites coinciden cuando b = -2
La funcidn continua es:

3X+2 si x<0
f(x)={x?+2cosx si 0<x<m
x2 -2 Si x>7n

b) Salvo en x =0y X =, su derivada es

3 si x<0
f'(x)=42x-2sinx si 0<x<m
2X Si X>m

Para x =0:
Six >0, f'(x)=3 > 3
Six » 0", f(x)=2x-2sinx — 0.

Como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en x = 0.

Para x =
Six > mn, f'(X)=2x-2sinx — 2n
Six > ', f'X)=2x — 2n
Como las derivadas laterales coinciden, la funcion es derivable en x = 7.

Por tanto, la funcion obtenida sera derivable en R — {0}.
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3—ax?, six<1
2/(ax), six>1

a) ¢Para qué valores del parametro a es continua?
b) ¢Para qué valores de a es derivable?

26. Dada la funcion f (x) :{

Solucion:
a) El unico punto conflictivo es x = 1. Para que sea continua en x = 1 los limites laterales
deben coincidir con su valor de definicion.

Six > 1, f(x)=3-ax? > 3-a
Six —» 17, f(x):i - 2
ax a

Como deben ser iguales: 3—a=3:> a’-3a+2=0 = a=10a=2
a

La funcion es continuacuandoa=10a=2.

b) Sera derivable en x = 1 si las derivadas laterales coinciden: f (1) =f"(1"). Salvoenx =1
la funcion derivada es:
i —2ax, six<1
f(x) = ) _
—2/(ax?), six>1
Six »> 17, f'(x)=-2ax —» -2a
-2

Six o 1, f'(x)=_—22 - =
ax a

Son iguales cuando —2a=—£:> a’-1=0 = a=1oa=-1
a

Por tanto, la funcién es derivable sélo para a = 1.

Observacion: Para a = 2 la funcion es continua pero no derivable. Para a = -1 la funcion no
es continua, luego tampoco puede ser derivable.
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5+2senx six<0
—x?+ax+b six>0

a) ¢Para qué valores de los parametros a y b es continua la funcion f (x)?
b) Determina a y b para que f(x) sea derivable en x = 0.

27. Dada la funcion f (x) ={

Solucion:
a) El unico punto conflictivo es x = 0.
Continuidad en x = 0:
Si x>0, fx) > 5
Six—>0,f(x) > b = b=5

) 5+2senx six<0 )
Por tanto, para cualquier valor de a, f(x) = ) . es continua.
—-X“+ax+5 six>0

b) Salvo en x = 0, la derivada de la funcion es:
f(X):{ZCOSX s!x<0
—2Xx+a six>0
Derivabilidad en x = 0:
Six—>0, f'x) > 2
Six—>0, f'xX) >a = a=2

5+2senx six<0
La funcion f(x) = { es continua y derivable en todo R.

— X2 +2x+5 six>0

sen(x) six<0

x—ax®’ six>0

¢Existen valores de a para los cuales f sea derivable en toda la recta real?

En cualquier caso razonar la contestacion y si es afirmativa encontrar dichos valores.

28. Dada la funcion: f (x) ={

Solucion:
El Unico punto que presenta dificultades es x = 0. En ese punto hay que estudiar, en primer
lugar la continuidad, después la derivabilidad

Continuidad en x = 0:
Six > 07, f(x)=senx - 0
Six > 0", f(x)=x—ax’> > 0
Como los limites laterales coinciden, la funcion es continua para cualquier valor de a.

Derivabilidad.

cosx six<0
Salvo para x =0, la funcion derivada es f'(x) = _
1-2ax six>0

Six >0, f(xX)=cosx > 1

Six > 0, f'(x)=1-2ax — 1
Como las derivadas laterales son iguales, independientemente del valor de a, la funcion dada
es derivable para cualquier valor de a.
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29. En qué puntos no son derivables las funciones:
a) f(x)=|x"+x b) f(x)=|cos X
En cada caso indica el porqué.

Solucion:
X% + X x<-1
a) La funcion f(x) = ‘xz + x‘ puede definirse a trozos asi: f(x)={-x*-x -1<x<0
X% + X x>0
2x+1 x<-1
Su derivada, salvoenx=-1yenx=0,es: f'(x)=<-2x-1 -1<x<0

2X+1 x>0
Enx=-1, f'(-1")=-1= f'(-1") =1 = no es derivable en ese punto.
Enx=0, f70")=-1= f'(0") =1 = noes derivableen x =0.

Nota: Si se hace su grafica puede observarse que en esos puntos la funcién presenta sendos
picos.

b) f(x)=|cosx , cuyagraficaes

—-xf2 | i3 3o i3 Sqf3
. T
no es derivable en x = §+ k.

cosx —ml2<x<nl2

Al mismo resultado se llega si definimos f (x) =|cos x| :{ cosx 1/2<x<3n/2
_ T < X< OoTT

Naturalmente la funcion se repite con periodo .

30. Se considera la funcion f(x) = arctag x. Demuestra que existe al menos un namero x e (0,
1) tal que f "(x) = x.

Solucion:
f(x) =arctagx = f'(x)= ! 5
1+x
Consideramos ahora la funcion F(x) = f"(x) — x. Estoes, F(x)= . ! > — X
+ X

Esta funcion cumple las hipdtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [0, 1], pues es
continua en él yademés, F(0) =1y F(1) = —%. En consecuencia, existe un punto x € (0, 1)

tal que F(x) = 0.
Pero

-x=0 < ! =X < f'(X)=x

F) =0 F(x):ll =

Como se queria demostrar.
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