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TEMA 13. FUNCIONES REALES

1. CONCEPTO DE FUNCION

Una funcion entre dos conjuntos X e Y es una relacion definida de tal manera que a cada elemento de
X le corresponde exactamente otro elemento (uno y solo uno) de Y.
Esto es, a cada elemento xi de X le corresponde un Unico elemento y; de Y. Esto genera un conjunto de

pares de la forma (xi, Yi ) , o que indica que a x; le corresponde ; ; si la funcion se denota mediante
la letra f, se escribiria f (x;) =y;. Engeneral, y = f(x).

Ejemplos:

a) La regla: "a cada nimero real se le asocia su mitad"”, es clara y univoca: define una funcion. Asi, a 4

le corresponde 2, y solo el 2. Igualmente, a 7 le corresponde 3,5; a -8, —4; y, en general, ax le

corresponde x/2. Los pares correspondientes son: (4, 2); (7, 3,5); (-8, —4); y, en general (x, x/2). Suele
X

o X
escribirse f(X)==;0 y=—.
(x) 510 Y=7

b) La regla: "a cada nimero natural se le asocia uno de sus divisores", es clara, pero no univoca. Por
ejemplo, al nimero 12, se le podria asociar el 6, pero también el 4, o el 2, pues los tres nimeros son
divisores de 12. Una regla dada de este modo no define una funcion.

« Una funcion suele establecerse entre conjuntos numéricos: tanto la x como la y suelen ser nimeros
reales. Esto es, el conjunto inicial (en el que toma valores la variable independiente, x) es R; y el
conjunto final (en el que toma valores la variable dependente, y) también es R.
Estas funciones se llaman “reales de variable real”.
Esquematicamente se indican asi:

f:R—>R,estoes: x—> y=f(x)
Para determinar qué nimero, y, le corresponde a un x dado, hay que calcular el valor numérico de la
expresion y = f(x).
Observacion: Las letras que designan las funciones o las variables no tienen que ser siempre f, x e y.
Con frecuencia la variable independiente se designara por t, sobre todo si los fendmenos que se
estudian dependen del tiempo. Igualmente, las funciones pueden designarse por letras que recuerden el
fendmeno que se esta estudiando: v, para la velocidad; C, para costes; G, para ganancia; ...

. Las funciones reales suelen darse mediante una formula o expresion algebraica.

Ejemplo:

Sean f(x)=x?—-3xy g(x)=+3—x. (También se escribe: y = x> —3x; y=+/3—x).
Los valores correspondientes a x =—1, x = 1 0 x = 4, para esas funciones son:

X -1 1 4

f(x)=x>=3x | f(-D)=(-D)*-3(-D=4 | T Q)=D)*-3W)=-2| f(4)=(4)>-3(4) =4
g()=v3-x | g(-1)=y3-(-] =2 g0 =v3-1=v2 | g(#)=+3-4=V-109)
Los pares correspondientes a la funcion f son: (-1, 4); (1, -2); (4, 4).

Los pares correspondientes a la funcién g son: (-1, 2); (1, J2 ) . Para x = 4, la funcion g no esta

definida. Esto significa que x no puede tomar el valor 4; ni ningan valor mayor que 3.
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Dominio y recorrido

Como se ha visto en el ejemplo anterior para la funcién g(x) =+/3—x, la variable independiente x no
siempre puede tomar cualquier nimero real. (En este caso, como ya se ha indicado, x no puede
tomar ningtn valor mayor que 3, pues si x > 3, ¥/3— X no tiene sentido: no esta definida).

Dominio de definicion de una funcion f es el conjunto de los x para los cuales existe el valor de f (x).
El dominio de una funcién, Dom( f ), es un subconjunto de R: Dom( f) < R.

« Cuando se estudia una funcion, lo primero que suele hacerse es determinar su dominio. Para ello:
1. Hay que estudiar la expresion algebraica que define la funcion. Asi, hay que tener en cuenta que: no
existe la division por 0; no existe la raiz cuadrada de numeros negativos; tampoco el logaritmo de los
ndmeros menores o iguales que 0; ... En fin, una funcion no esta definida cuando las operaciones
algebraicas generen resultados absurdos. (Las calculadoras alertan con mensaje de ERROR).

2. Hay que tener en cuenta el contexto del problema. Asi, con frecuencia, la x no puede tomar valores
negativos o no puede tomar valores fraccionarios (no puede producirse un nimero negativo de
articulos; una longitud tampoco puede ser negativa; ni venderse medio ordenador; ...).

Advertencia: Como las raices cuadradas tienen dos soluciones, para que la expresion defina una
funcion solo se elegira el valor que se corresponda con el signo que lleve la raiz: positivo si la raiz lleva

signo positivo, f(x)= +4/(...) = ,/(...) ; Negativo, si la raiz lleva signo negativo f(x) =—/(...).

La imagen o recorrido de una funcién f, Im( f )o Rec( f), es el conjunto de valores que toma f (x)
cuando x pertenece al dominio; es, por tanto, el conjunto de resultados.

El recorrido también puede verse restringido por la naturaleza del problema. Es posible que el
resultado no admita respuestas negativas o fraccionarias.

Ejemplos:
a) La funcion f(x) = x? —4 tiene sentido para todo x. Por tanto, Dom(f) =R.
Los valores que toma f (Xx) son siempre mayores o iguales que —4: Im( f ) = [-4, +o).
b) g(x) =vx®>—9 no esta definida en el intervalo (-3, 3), pues si —3 < x < 3 el radicando es
negativo. Su recorrido seran siempre valores positivos (asi lo indica el signo positivo de la raiz).
Por tanto: Dom(g)=R — (-3, 3) = (—0, =3] U [3, +w0); Im(g) =[O0, +).
c) h(x) = 2—X1 no esté definida cuando x = 1, que es la solucién de x — 1 =0: Dom(h) =R - {1}.
X —
Esta funcion puede tomar valores infinitamente grandes, tanto positivos como negativos, pero nunca

el valor 2 (compruébalo). Luego, Im(h) =R —{2}.

d) j(x) = X28+ -

dominio es R.

esta definida para todo valor de x, pues el denominador nunca se hace 0. Su

El resultado de la operacion

7.1 siempre es positivo. El valor maximo que puede tomar es 8,
X° +

para x = 0; en los demas casos el denominador es mayor que 1. Por tanto, Im(j) = (0, 8].

Nota: La determinacion del recorrido puede presentar dificultades; por eso, con frecuencia, no suele
preguntarse. No obstante, vale lo dicho arriba, hay que saber descubrir resultados sin sentido.
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Idea gréafica de una funcion

Las funciones de variable real suelen representarse en el plano
cartesiano por una linea. Todos los puntos de esa linea
corresponden a pares de nimeros relacionados entre si por la

funcidn; cada punto (xi, yi) de la gréfica indica que a x; le

Recormda

corresponde y; . Esto es, si la funcion se denota mediante la
letra f, se cumple que f(x;)=Y;.

« Los valores de x del dominio siempre parten del eje X ;
horizontal, el eje de abscisas: eje OX. -1 1 2 3 456 7 8
« Elrecorrido, los valores que toma f (x), se indican en el eje * Domimio

vertical, el eje de ordenadas: eje QY.

Ejemplo:

a) La funcion f(x) = x? —3x determina los siguientes pares:
(-1,4); (0,0); (1,-2); (2, -2); 3, 0); (4, 4).

Uniendo esos puntos se obtiene la parabola de la figura adjunta.

Fecorrido

Puede observarse que el punto més bajo, el vértice ,V @—%j , tiene

ordenada —9/4. Esto indica que el recorrido de la funcién es el intervalo Lo2d e s
[-9/4, +o0). " -3{ Dominio

b) Algunos pares de la funcion g(x) =+/3—x son:
(1,25 (0, V3); (L 2); (22), 3, 0) —2l

Representando esos puntos y uniéndolos se obtiene la gréfica adjunta (es 1] e

la rama positiva de otra parabola, pero de eje horizontal). ———]

I
i
Recormido

Funciones dadas por gréficas
Con frecuencia, las relaciones (las funciones) se dan directamente por una gréafica.
Asi, en el grafico adjunto se da la evolucion de
la cotizacion (en euros) de las acciones del
Banco Santander durante el afio 2020, que es el
dominio. El recorrido determina el precio de la
accion a lo largo de ese afio: intervalo [1,54,
3,96]; entre el minimo (1,54 €, 23/09/2020) y
el maximo (3,96 €, 12/02/2020).

La gréfica permite obtener el precio de la fo abr jon azo oct die
accion para cualquier dia del afio; asf, a 2020 2020 2020 2020 2020 2020
primeros de marzo, las acciones del Santander cotizaban 3,25 €, aproximadamente.
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Algunas sugerencias para dibujar bien la gréfica de una funcion

Una grafica debe proporcionar una informacion visual clara. Para conseguirlo:

1) Traza bien los ejes de coordenadas. El eje horizontal, eje OX, es el de la variable independiente ; el
eje vertical, eje OY, es el de la variable dependiente. (Si las variables x e y se denominan de otra forma,
indicalo). El rango de cada variable (el dominio y recorrido) debe quedar claro.

2) Decide la escala de cada eje (no tienen por qué ser iguales: razén 1 a 1). Marca en cada eje algunos
valores, los que necesites, pero mantén en cada eje la proporcion en las distancias.

3) Procura que tenga un tamafio adecuado, el necesario que permita indicar algunos elementos de
interés. (En los dibujos pequerfios se mezcla todo; en los grandes, se derrocha papel). Pueden servirte de
referencia los hechos en este tema, asi como las sugerencias de caracter informatico que se haran.
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2. ALGUNAS CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES

Al representar o interpretar una funcion, aparte de considerar las variables que se relacionan y las
escalas de los ejes, conviene sefialar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus valores
maximos y minimos, la continuidad, las posibles simetrias y periodicidades, las asintotas...
Estos conceptos pueden definirse como sigue.

Crecimiento y decrecimiento

. f(x) escrecienteenunpuntox =a < f(a—h)< f(a)< f(a+h), parah pequefio y positivo.
« f(x) esdecrecienteenunpuntox=a < f(a—h)>f(a)> f(a+h).

El crecimiento y decrecimiento son cuestiones puntuales, que pueden extenderse a un intervalo.

Maximos y minimos
« f(x) tieneun méximoenunpuntox =a < f(a—h)< f(a)> f(a+h), h>0y pequefio.
« f(x) tieneun minimoenunpuntox=a < f(a—-h)>f(a)< f(a+h).

Los maximos y minimos pueden ser locales 1
(relativos): el valor de la funcion en ese punto

es mayor o menor que en todos los puntos
cercanos. EI maximo (o minimo) sera

absoluto cuando el valor en ese punto sea

mayor (0 menor) que en los demas puntos del
dominio. En la figura adjunta hay dos

maximos; el primero es absoluto, punto (4, 8).

Hay un minimo local, punto (9, 2). No hay ry
minimo absoluto. '

NEax.
VAR

"';n.___r_.Juhmm-ummO
-
\‘.
¥
§
-

——i

1 2 3 45 6 7T 8 9 1011 1213 14 1516 17 1819
crece decrece crece decrece

e

Ejemplos:

a) Para ver que la funcion f (x) = x? es creciente en x = 1, hay que comprobar que
fA-hy<f@< f@l+h).

En efecto, para h > 0 y pequefia, 3
f(l—h)=(@1-h)’<1, f@)=1%=1y fl+h)=1+h)?>>1.

b) Analogamente, la funcidn tiene un minimo en x = 0, pues 11
f(—=h) =(-h)? > f(0)=0< f(h)=h?.

Tasa de variacion media
La tasa de variacion media indica el ritmo de crecimiento o de decrecimiento de una funcién en un

intervalo [a, b]. Se define como:
f(b)— f (a)
TVM[a,b]= ———==. P i
Esta expresion da el aumento o disminucion medio (unitario, /) - fla)
por unidad) de la funcion f(x), cuando la x pasa de valer a Fl@) oo j\_‘ |
a valer b. \—a
El valor de la tasa de variacion media es el de la pendiente {; E-.-

de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

(La tasa de variacion media puede inducir a error, pues supone que la funcion varia uniformemente,
comportandose rectilineamente en el intervalo de referencia; no obstante, si se conoce esa tasa se
tiene un dato de como se comporta la funcion en ese intervalo).
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Ejemplo:
La tasa de variacion media de la funcion f(x) =-0,5x* +2x+1 enel 4]
intervalo [1, 4] es: TVM[L, 4]= % _

Como f(1)=2,5y f(4)=1, setiene: TVM[L, 4]:%:_%_

Ese valor indica que, en el intervalo [1, 4], la funcion decrece a un 1
ritmo medio de 0,5 por unidad. (Observa que realmente no es asi: la funcion, al pasar de 1 a 2 crece
0,5; entre 2 y 3, decrece 0,5; y al pasar de 3 a 4, decrece 1,5. Por tanto la media de sus variaciones

es TVM[L 4] =wj_l’5 =-0,5).

Continuidad

Una funcién es continua cuando a una variacion pequefia de x le corresponde una variacion pequefia
de f(x): una funcidn f es continua cuando puede dibujarse sin levantar el lapiz del papel. En todos
los puntos en los que f no esté definida se da una discontinuidad; también hay discontinuidad

cuando la grafica da un salto.
(El concepto de continuidad y todos los que estamos describiendo en este apartado se precisaran

matematicamente en los proximos temas).

— La funcion representada a la derecha es continua en los 6 A
intervalos [-3, 1), (1, 5], (6, 8) y (8, +). . {*
En x = -3, la continuidad es solo por la derecha; en x = 5, A !
solo por la izquierda. [ 24 [ e
No es continua en el intervalo (—o, —3) por no estar ."' 1 .-'I E
definida; en x = 1, por tener un salto; en el intervalo 4321]12545678910111213
(5, 6) y en el punto x = 8, por no estar definida. ¢ -2 z,f !
4 o
Asintotas 41

Las asintotas de una funcion son rectas hacia las cuales tiende a pegarse la grafica de esa funcion.
Pueden ser verticales, horizontales y oblicuas.
— La funcion representada arriba tiene dos asintotas. Una vertical, la recta x = 6. Otra horizontal, el

eje de abscisas, rectay = 0. 101 -z

— La gréfica de la funcién representada a la derecha tiene 5 - L
una asintota oblicua, la recta de ecuacién y =0,5x. -
La gréfica de una funcién nunca corta a las asintotas 20 15 107570 5 10 15 20

verticales; si puede cortar a las horizontales y a las oblicuas. T B

i 104

Simetrias
« Funciones pares: son simétricas respecto del eje QY ; cumplen que f(—x) = f(x).

Ejemplos:
Son pares, por ejemplo, las funciones f (x)=0,2x*-xy ﬂ_x)':ﬂx)

h(x) = X2 +3. O L (x 3
En efecto: f(—x)=0,2(-x)* —(-x)? =0,2x* —x* = f(X) .

Igualmente: h(—x) = (—x)* +3=x*+3=h(x). x\/‘\/ k

(Observa que la variable x va afectada, en ambos casos, por
exponentes pares; la gréafica de la derecha es f).
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« Funciones impares: son simétricas respecto del origen, que es el centro de simetria;
cumplen que f(—x)=-1f(x).

Ejemplos: I
SX y h(x) = 0,5x. S=0=-f(x)
X“+1
3(=x) _ 3 3K
(—x)2+1 x*+1  x%+1
Igualmente: h(—x) =0,5-(—x) =-0,5x =—h(x).
(La grafica de la derecha es la de f).

Son impares las funciones f(x) =

En efecto: f(—x)= =—f(x) .

Funciones periodicas
Una funcién es periodica de periodo k si, para todo x, se cumple que f(x+k) = f(x); ademas, k es

el menor nimero para el que se cumple dicha propiedad.
La grafica de la funcidn se repite en cada intervalo de amplitud k.

Ejemplo:
La funcion adjunta es periodica de periodo 4.
Cumple que f(x+4)=f(x).
En particular:

f(-3)=f(-3+4)=1@Q); fQO=Ff1L+4)=1(5).
Puedes deducir que f(x+4n)= f(x), para cualquier n
entero. Asi, podrian saberse, por ejemplo, los valores de f(18) y f(-11).
En efecto,como18=2+16=2+4-4 = f(18)=f(2+44)=f(2)=0.
Igualmente, como-11=1-3-4= f(-1)=f(1-34)=f(1)=3.

1 23 4 567 89

Funciones definidas a trozos
Una funcién puede venir definida mediante varias expresiones algebraicas, pudiendo determinarse
como sigue:

f,(x), six<a
.I: (X) — l( ) ) )
f,(x), six>a
Se indica asi que la funcion que actta para los valores de x <aes f;(x), y para los valores de x > a
es f,(x).

Ejemplo:

N —x3+1  six<l _ ]
La funcion f(x)= , asocia a los nimeros menores \

x> —3x+1 six>1

que 1, el valor f;(x) =—x3+1; y a los mayores o iguales que 1, los Y
M
correspondientes mediante f,(x) = x? —3x+1. TN

N/

Algunos pares de valores son: -10 1\/2/ 3
. Parax<1:(-1,2),(0,1), (1,0 — 1 indica un valor muy cerca de -

1, pero menor que 1; 0" indica un valor muy préximo a 0, pero positivo.
« Parax>1:(1,-1), (1,5, -1,25), (2,-1), (3, 1).

Su gréfica es la adjunta.

Puede observarse que la funcién no es continua en x = 1.
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3. TRANSFORMACIONES DE UNA FUNCION

A partir de la funcion f (x) pueden deducirse el comportamiento de:
—-f(),  [fel,  k+f(¥),  kf(x), f(x+k), f(k-x),
siendo k es un nimero real.

S(x)
« Lafuncion — f(x) cambia de signo todos los resultados de f(x). /\/
Las graficas de f(x) y de — f(x) son simétricas respecto del eje OX. '
Algebraicamente, si, por ejemplo, \
f(X)=x—3x°+2x+1 = —f (X) =—x> +3x* —2x—1. hN

+ Lafuncion |f (x)| cambia de signo todos los resultados negativos de f (x); los resultados
positivos los deja iguales. Su grafica no puede aparecer por debajo del eje OX.
—f(x), si f(x)<0

También puede definirse a trozos. Asi: |f (x)| ={ fF(x), si f()20

Ejemplo:
x?-3x, six<0 |F()|
Si f(x)=x*-3x = |[f(x)|={-x*+3x, si0<x<3.

x> -3x, six>3

— v
Para obtener esta expresion y su gréfica, lo mas sencillo es representar 2 -k\ }(xi;'-" ‘0
f (x) = x> —3x; y después voltear la parte negativa de la grafica. 21 *_¢

Los puntos que determinan los extremos de los intervalos de la funcion definida a trozos son las

soluciones de la ecuacion f (x)=x*—3x =0, que dan los cortes con el eje OX.

f)+2 —
3
« Lafuncion k + f(x) suma el nimero k a los resultados de f (X). f) 21
Esto significa que, si k es positivo, la graficade f(x) se desplaza k : \’ 11 r )/
unidades hacia arriba; si k es negativo, se desplaza hacia abajo. A _\:;l 2/ 4

1]

-2
« Lafuncion f(x+k) eslamismaque f(x) pero trasladada k Y ’ f(;gil
unidades a la izquierda si k es positivo, y k unidades a la derecha si k es
negativo. _ L4 @)

-2 +3 _. 24

L~

rd /! / ' .(.‘-r) T — J
'/IJ\ \ 4 T T _4 _2 -1 “. \\‘ - 2/ 4
/ \J|>< 2/ 4 /; 050 i 3;"(\)

—_

ft+d) ) fx-3) 41

« Lafuncion k-f(x) multiplica por k todos los resultados de f (x). (Gréfica de arriba).

« Lafuncion f(k-x) contrae o dilata la funcion f(x);sik > 1, se contrae; si 0 <k <1, se dilata.

En la figura adjunta, puede verse que la funcién Slr60 s 09
f (3x) se contrae a razon de 3 a 1. Mientras que /
. ; .-'F
f (0,5x) se dilata, se ensancha a razon de 1 a 2. A5 T
8 6 4] 2 f P) 2/ 4 6 8
/ =
2
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4. COMPOSICION DE FUNCIONES

Cuando sobre f(x) actla otra funcion g se puede hablar de composicion de funciones. Es frecuente
la notacion (g o f)(x), cuyo significado es g( f(x)), que se lee f compuesta con g. (Se dice
primero la funcion de dentro, que es la que primero actda). Esquematicamente es:
R » R » R
x of (x) — 2 f(x))
La funcion g(f (x)) estara definida cuando f (x) sea del dominio de g.
Anélogamente, g compuesta con f es (fog)(x)=f (g(x)).

La composicion de funciones no es conmutativa; esto es, en general g( f(x))= f (g(x)).

Ejemplo:

Si f(x)=5x-2y g(x)=3x*-1, lafuncion g(f(x))=3(f (x))2 -1.

Luego, g( f(x))=3(5x—2)" ~1 = g(f(x))=3(25x" ~20x+4)~1=T75x" ~60x +11.

De manera sucesiva (primero f y después g), actuaria, por ejemplo, parax =0y x = -1, asi:
0 f(0)=—2 — g(-2) =11; 1 f(-1)=—7 - g(-7)=3(-7)*-1=146.

De una vez:
0— g(f(0)=750-600+11=11; -1- g(f(-D)= 75 (1) —60-(—-1) +11=146.

. Andlogamente, f(g(x))=5(g(x))-2= 5(3x2 —1)—2 =15x>-7.

Como puede observarse, la composicién de funciones no es conmutativa, pues:
g(f(x))=75x>-60x+11; f(g(x))=15x"-7.

Funciones inversas (reciprocas)
Dos funciones fy g son inversas cuando se cumple que: g(f(x))=xy f(g(x))=x.

La funcién inversa de f se designa por f 1. (También se dice que fy g son reciprocas).
« En las calculadoras aparecen varios pares de funciones inversas:
sin y sint;cos y cost; logx y 105 Inx y e*.

Ejemplo:
Para valores de x positivos son inversas las funciones f(x) = x>y g(x) =-+v/x , pues:

g(f(x))=+«/f(x) =+\/X_2=X. 2] ro = :1-'='x
2 2 [~
Igualmente, f (g(x))=+(g(x)) :(Jr\/;) =X 1 ..,-:" 200 =+:x
Es evidente, por ejemplo, para x = 2, que:
2 'R
9(f(2)=g@=+/4=2; F(9(2))=f(2)=(2) =2. — s

Como puede verse, sus graficas son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante, la recta
y=X.

Observacion:
Una cosa es la funcion inversa de f(x) y otra, la inversa de la funcion f (x). La inversa de la

) 1 ) 1 1
funcién f(x) es h(x) = ——. Asi, para f(x)=5x-2,suinversaes h(x)=——= )
(x) (%) ) p (x) (x) ) 5x_2
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Como se halla la funcion inversa
Conocida la funcion f (x), su funcion inversa g se determina resolviendo la ecuacion f(g(x))=x.

Ejemplos:
a) Si f(x) =x?+2, su funcion inversa g(x) debe cumplir que

f(9(x))=(g(x))’ +2=x — (despejando) = (g(x))* =x—2 = g(X) =+/x—2
Como puede verse:

Fg()=(Wx—2f +2=(x=2)+2=x;y g(f () =+/T()-2 =+ /(x2+2)—2 — X% =x.
Por tanto, g(x) = f *(X) =+/x—2.

— Un truco eficaz para calcular la funcion inversa consiste en cambiar las variables: x pory, ey (0
f (x)) por x. A continuacion, se despeja la nueva y; la expresion obtenida es la funcién inversa.

(Observa: si y es la funcién inversa de inversa de f(x), entonces, por definicion, debe cumplirse
que f(y)=x; esto es lo que justifica el truco).

Asi,si f(x)=3-x> (o y=3- xz), para hallar su funcién inversa se cambia x por y:

y=3—x? — (cambio) » x=3-y> = x—3=—y?* =>y?=3—x = y=/3—X.
Luego, f3(x)=+3—x.

Imagen inversa de un numero
Para todo yo del recorrido de la funcion f, su imagen inversa, f(y,), es el conjunto de los

nmeros x, del dominio, que se transforman en yo. Esto es, f~(y,) ={xeR|f(X)=y,}.

. Parahallar f(y,) se resuelve la ecuacion f(x)=y,.
. En particular, f*(0) da los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas.

. Graficamente, para determinar f *(y,) se traza la recta horizontal y = yp; las abscisas
correspondientes a los puntos de corte de esa recta con la grafica de f (x) forman la imagen inversa
de yo.

Ejemplos:

a) Para la funcion f (x) = x?, las imagenes inversas de 4 son las soluciones de la
ecuacion x> =4, quesonx=-2y x = 2.

Estoes: f'(4)={xeR|f(x)=4}= {x € R‘x2 = 4} ={-2,2}.

Analogamente, f (1) = {x € R‘x2 =1} ={-1,1}.

Nota: Si se pretende hallar, por ejemplo, f‘l(—2), hay que resolver x* =—-2 .
Como esa ecuacion no tiene solucion, se deduce que — 2 no es de la imagen de f.

b) Para hallar los puntos de corte de la funcién f (x) = x> —4x con el eje OX,
hay que calcular la imagen inversade y = 0, f2(0). 1

Se obtienen resolviendo la ecuacion x° —4x=0 — x(x2 —4) =0 = sus

soluciones son x = -2, x =0y x = 2. Luego f 1(0)={-2, 0. 2}.

www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° Tecnoldgico. ANALISIS. Tema 13: Funciones reales 176

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. ¢Cual de las siguientes graficas no puede ser la de una funcién? Explica brevemente tu respuesta.

ORI @ @
34 '.""-\“ 34 H 34

24 Jor 23 4k 6 21 Jor 23 45 6 @115{01'?3‘,{.5?
2 21 2]

Ademas, para cada una de las funciones, contesta a las siguientes cuestiones:

a) Determina su dominio y recorrido.

b) ¢(Cuéntovale f(-1) y f(4)?

c) Indica alguna de sus caracteristicas: crecimiento o decrecimiento, continuidad, periodicidad...

2. En la grafica adjunta se muestra la relacion entre el tiempo y la km

distancia recorrida en una marcha ciclista. %01

a) ¢Qué mide la variable independiente? ;Y la variable dependiente? 40 1

b) ¢Qué distancia aproximada recorren en la segunda hora de carrera? 20

c) ¢Qué indica la parte plana de la gréafica? o

d) ¢Cuél ha sido la velocidad media durante la marcha? 0 1 2 3 4 horas

3. Halla el dominio de definicion de las funciones:

a) f(x)=x%-3x; b) f(x)= 4 ; C) f(x)=2XZ—_4' d) f(x)=+3x-9.

x% —3x X2 +3x—4'

4. Para cada una de las funciones anteriores, halla:
a) La imagen de los nimeros -1, 0, 2y 3.
b) Los puntos en los que la imagen vale 0.

5. Halla el dominio de definicion de las funciones:

a) f(X)=—x>+4x>+3; b) g(x):g)):g; c) h(x)=16-2x ; d) k(x) =vVx%=3x+2.

6. Para cada una de las siguientes funciones calcula f(-2), f(0), f(1), f(2) y f(4). Sienalgin
caso no puede determinarse su valor, indica el motivo.

1/x, six<0
Y f(x):{ °) f(x):{ll(x—Z), six>0’

2, six<1
2x+1, sil<x<3

2 -
X°+1, SI.X<2; ¢) f(x) =
x=1 six=>2
- L X2 +1, six<2
7. a) Representa, calculando algunos de sus puntos, la grafica de la funcién f (x) = 1’ 5o
Xx=1, ~six>

b) Observando la grafica contesta:
b1) ¢Es una funcion continua?
b2) ¢Para que valores de x se cumple que f(x)=2?
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x?2-2, six<1

8. Representa dando valores la funciéon f(x)=<x-1, sil<x<4.
12
X

A partir de su grafica indica sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, y sus maximos y minimos,
si los tiene; sus discontinuidades y sus asintotas, si las tiene.

, Six>4

9. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes funciones en los intervalos que se dan:
a) f(x)=2x-1,en][0, 3]; b) g(x) :g, en[1,6]; c) h(x)=-0,5x*+4x+1, en [2, 4].

10. Para las funciones representadas en las |
figuras adjuntas, determina: |
a) Su dominio y recorrido. |
b) La ecuacion de sus asintotas. — 1 2
c) Sus intervalos de crecimiento y — O]
decrecimiento.

d) Sus méaximos y minimos, si los tiene, o] 7 3
indicando las coordenadas de dichos o] 7 4
puntos. % 5

11. Utilizando las definiciones comprueba que la funcion f (x) = x? + 2x:

a) Escrecienteen x=1. b) Es decreciente en x = 2. c) Tiene un minimo en x = —1.

12. Dibuja una funcion que cumpla las siguientes condiciones:

1) Esté definida para todo nimero real.

2) Es simétrica respecto del origen de coordenadas.

3) Tiene un maximo absoluto en el punto (1, 2); otro de sus puntos es (3, 1,2).
4) Tiene el eje de abscisas como asintota horizontal.

Da, al menos, tres puntos mas de su grafica; indica también su recorrido.

13. Dibuja una funcion f sabiendo que:

1) Es simétrica respecto del eje OY.

2) Esta definida en todo R.

3) Cumple que: f(0)=-1;f(1)=2;f(2)=3yf(3)=1.

4) Enx =0y x = 2 tiene, respectivamente, sus valores minimos y maximos.
5) Crece en el intervalo (0, 2); decrece a partir de x = 2.

6) Tiene el eje OX como asintota horizontal.

14. Expresa como una funcion definida a trozos la funcion f (x) =|x+]4. Haz su grafica.

15. Dada la funcién f (x) = x—2, halla la expresion de las siguientes funciones asociadas a ella:
a) — f(x); b) f(=x); o) [ F(; d) f(x-4).
A partir de la graficade f(x) haz la grafica de las otras funciones.

16. A partir de la grafica de f(x) =x—2 haz la gréfica de:
a) — f(x); b) f(=x); c) |f()]; d) f(x-4).
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17. Halla la expresion algebraica de cada una de las funciones que se obtienen al trasladar la
funcion y = f (x) = x> —3x segln el vector que se indica:
a) a = (0, 3); b) b = (-1, 0); c)c =(3,2).

18. Estudia, aplicando la definicion, la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x)=x*—x% b) g(x) =x3—x—1; c) h(x)=-

X% +1

19. Las siguientes gréficas corresponden a las funciones del problema anterior.

a) Atendiendo al estudio realizado sobre su simetria, emparéjalas con su expresion algebraica.

b) Halla los puntos de corte de cada una de las gréaficas con los ejes de coordenadas. Marca en cada
caso el valor de la funcién en los puntos x = -1

c) ¢Alguna de esas funciones tiene asintotas?

AT =]
~

20. Completa, trazando la parte que falta en cada caso, la grafica de la 3
funcion dada para que sea: 2
a) Simétrica respecto del origen. 1
b) Simétrica respecto del eje QY.

c) Periddica.

d) Si es periddica, ¢cuanto valdra la funcion en x = 5?; ¢y en x = 35?

21. Dadas las funciones f(x)=2xy g(x) = Ll Halla:
X_

a) Las funciones compuestas: g(f(x)) y f(g(x)). Indica su dominio.

b) g(f @), g(f(4), (a(3)y f(a@).

22. a) Halla la funcién inversa de f(x) =-2x+3.
b) Comprueba, paso a paso, que f ( f ‘1(4)) =4, ;Cuéanto vale ffl( f (5)) ?

23. Dadas f(x)=x*-2xy g(x) =Xi_3 , halla:
a) f(g9(2)y g(f(-1)); b)Eldominiode f(g(x)); ¢) La funcion inversa de g(x).

24. Dadas f(x)=x"-3x+4y g(x) :L, halla:

4x+1

a) f(g9(0) y g(f(-1)); b)Eldominiode f(g(x));  c)Lafuncién inversade g(x).
25. Para f(x)=x? +4x, calcula: f*(0), f %(-3), f }(-4)y f(-5)

26. Representa la funcion f (x) = x> +4x e interpreta graficamente el resultado del problema
anterior.

www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

