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FUNCIONES LINEALES Y CAUDRATICAS: APLICACIONES

En Matemsticas, siempre que se pueda conviene dibujar,

Estudia con lapiz y papel, haz bocetos; con las funcicnes es importante,

1. Funciones lineales: rectas

Su expresion general es:

f(X)=mx+n < y=mx+n
Su representacion gréfica es una recta. Para trazarla basta con
conocer dos de sus puntos.
El coeficiente m se llama pendiente, y mide lo que varia la y por cada
aumento unitario de x. n
Al numero n se le llama ordenada en el origen, pues indica el valor /

de y cuando x vale 0. *

« También es frecuente la notacién y =ax+b; se ha cambiado m por ay n por b.

Funcion de proporcionalidad directa. Es de la forma y =mx (el término independiente vale 0).

En esta funcidn, las variables son directamente proporcionales (como en la “regla de tres” simple

directa). La pendiente m es la razon de proporcionalidad entre las variables x ey: y=mx < % =m.

La representacion gréfica de estas funciones son rectas que pasan por el origen.

Sim =1, lafuncion se llama identidad: y = x. Su grafica es la bisectriz del primer cuadrante.

Ejemplos:

Muchas relaciones de tipo comercial estan asociadas a estas funciones. Asi, las facturas de agua,

luz, teléfono... suelen tener dos componentes: una variable, que depende del consumo; otra fija,

independiente de la cantidad consumida.

a) El contrato con una compafiia suministradora puede ser

como se indica: cantidad fija (por alquiler de equipos, fg

potencia contratada, ...), 12 €/mes; cantidad variable 12

(consumo), 0,25 euros por unidad (puede ser kWh, m3, ...).  ®

Con esto, si la variable que mide el consumo es x, la ) , , ,

factura viene dada por la expresion F(x) =12+0,25x, que 4] 10 2 %0

es una funcion lineal.

En el supuesto de que se consuman 230 unidades de ese producto, el coste de la factura serg,
F(230)=12+0,25230=69,5 €. v=085x -

b) Si el precio de las patatas es de 0,85 €/kg, la funcién que da la cantidad
a pagar dependiendo de la cantidad comprada es P(x) =0,85x. Si se han

comprado 4,8 kg, debe pagarse P(4,8)=0,854,8=4,08 €.

== k3 L B wh
" L L L
%,

c) En telefonia es frecuente el contrato llamado de “tarifa plana”, en el que
se paga una cantidad fija, independiente del consumo (se hagan muchas o

pocas llamadas; o se esté conectado a Internet mucho o poco tiempo). Asi, 45+ R
si un “operador” ofrece un contrato por 45 €/mes. En este caso, la funcion 30
asociada es F(x) =45. (Si se consumen 25, 50 0 90 ... se pagan 45 €). 15

25 50 75 100
« Observa que, en los tres casos, el dominio de definicion es [0, +o0).
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Rectas
La ecuacion lineal ax + by + ¢ = 0 es la ecuacion general de una recta en su forma implicita.

Si se despeja la variabley: by =—ax—-c=y= _a x—% ; haciendo 2 y —% =n, se tiene

y =mx+n, que recibe el nombre de ecuacion explicita.

. Sienax+by+c=0,a=0=> y:—% — y=n (y=constante, y =k . Esta es la ecuacion

general de una recta horizontal. Recibe el nombre de funcion constante.

. Sienax+by+c=0,b=0= x:—E — (x = constante, x =k ) . Esta es la ecuacion de una recta
a

vertical. Esta expresion no define una funcion.

. Sienax+by+c=0,c=0=> y:—%x — y=mx. Estaes la ecuacion de una recta que pasa por

el origen de coordenada.

Ejemplos:

v=-0 5x

e
=
Il
it

x=0 14

Pt
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[
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—
-
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Otras funciones relacionadas con rectas
« Lafuncidn valor absoluto de x, f(x) = |x| , Se puede expresar como una funcion definida a trozos:
—X, Six<0
y_|x|_{ X, six>0

Su gréfica es la adjunta.

— En el mismo dibujo se ha representado la funcion
—-0,5x+2, si x<4 .’

f (x) =[0,5x 2| :{ _ . Rt

0,5x—-2, si x>4 e 3

En ambos casos, su representacion puede hacerse a partir de la de las gréficasde y=x e

y =0,5x -2, “reflejando” respecto del eje OX la parte negativa de sus graficas.

« Lafuncidn parte entera de x, que se escribe f(x) = ENT [x] es la funcién 41 oo
que asigna a cada numero real x el namero entero menor o igual que X. 3 o
— ENT[2]=2; ENT[2,12]=2; ENT[35]=3; ENT[3,99..]=3. Es una f HH
funcion escalonada, discontinua a saltos. —

-1 1 2 3 4 5

Su gréfica es la adjunta.

— Esta funcion esté asociada a fendmenos que son constantes por tramos. Por ejemplo, el coste de
estacionamiento de un coche en un parking. En el supuesto de que el precio de aparcamiento fuese
de 2,30 euros, hora o fraccion, la funcion que da el coste de aparcamiento durante t horas, es

f (t)=2,30ENT[t+1].
Si el tiempo de aparcamiento es 1:20 h, se pagara f(1,33)=2,30-ENT[1,33...+1]=2,302=4,60 €.
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2. La funcion cuadratica: parabolas

Su expresion analitica es: f(x) =ax? +bx+c¢ < y=ax? +bx+c, cona=0.
La gréafica de esta funcion es una parabola de eje vertical.

Efecto de los parametros a, by c
La parabola y = ax? +bx+c queda totalmente definida cuando se conocen a, by c.

Coeficiente a:
« Sia>0laparabola es convexa (U). Su Vértice esta en el minimo de la funcion.
« Sia<0,esconcava (n). El vértice es el maximo.

. - b .
« Laabscisa del vertice es x, = “oa ; su ordenada, el valor de y correspondiente.
a

Coeficiente b. El coeficiente b produce un desplazamiento lateral en la parabola.

Término independiente c. El término ¢ produce desplazamientos verticales en la parabola.

Ejemplos: | ely= o —dx+5) |
En la figura adjunta se han dibujado (usando GeoGebra) =i | / i ."I
varias funciones cuadraticas. Observa: - \ l'! N ‘:' Eﬂ
1) La convexidad (u) o concavidad (M) de las curvas II\ fl
depende del coeficiente a. x 45/
2) Si el coeficiente a se aproxima mas a 0, la parabola se NES B A
abre: y=—0,25x es més abierta que y=—x>. y=x'—dx2 /e .Ef
e

3) El vértice de y = x* —4x esta en el punto (2, —4); el de g 270 | a2 4

\ il
y= x?> —4x+5 en (2, 1), 5 unidades mas alto. ) | a\ \.Y’[’}:_inx‘
4) Los puntos de cada curva se obtienen dando valores a x y=—-05x"
y determinando el correspondiente y. Asi, puntos de /-”’ s b \;- =—*

Cortes con los ejes, crecimiento v decrecimiento...
« Lafuncion corta al eje OY cuando x = 0, punto (0, c).

. Los puntos de corte con el eje OX son las soluciones de la ecuacién ax? +bx+c =0, que pueden
ser dos, una o ninguna. Recuerda: Si las soluciones son x; y xo = ax® +bx+c=a(x—x ){(x—%,)=0.

. La funcion alcanza un determinado valor k en las soluciones de la ecuacion ax® +bx+c =Kk .
« Si la funcion es convexa (), sera decreciente en el intervalo (—oo xv) y creciente si X > X ,

. b : - - . N b
siendo X, = “oa la abscisa del vértice, que es su minimo. El eje de simetria es la recta x = “oa
a a

« Si la funcion es concava (M), sucede al reveés: crece si X < X, , decrece si x> x, ; el vértice es el

maximo. 9{ e
B |' ‘
Ejemplo: ?
La funcion f(x) =—x*+2x+8, que es una parabola concava: é; ________ \
Corta al eje OY en el punto (0, f(0))=(0, 8). | 4
Corta al eje OX en las soluciones de —x* +2x+8=0:x=-2,x = 4. : z
Toma el valor 5 en las soluciones de —x> +2x+8=5:x=-1, x = 3. 1
Su vértice esta en el punto (1, 9); crece si x < 1; decrece si x > 1. D T B E e wr
32, ] .
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Ejercicio

Si los costes de una empresa vienen determinados por la funcion f (x) = x> —6x+ 40, donde x
representa la cantidad producida de un determinado articulo, conx >0y f(x) en euros.

a) ¢Cudl seria el coste si no se produjese nada de ese articulo? Si el coste fuese 80 €, ¢cuantas serian
las unidades producidas?

b) ¢Disminuye el coste alguna vez? ;Cual es el coste minimo por articulo? ¢ Cuantos articulos se
producen a ese coste minimo?

c) Representa la funcion y justifica nuevamente las respuestas anteriores a partir de la gréafica.
Solucioén:

a) Si no se produce nada de ese articulo, para x = 0, el coste seria: f (0) =40.

Si el coste fuese 80 €: f(x)=80 = x* —6x+40=80 = x*—-6x-40=0 =
+./62 —_4-(—
x:6_"/6 4-( 40):6i14: 10.
2 2 —4
Deben producirse 10 unidades de ese articulo. (La solucidn negativa no tiene sentido econémico).

b) Como el coeficiente a de la parabola es 1, su grafica es convexa (L) = el minimo se da en el

vértice, X, = T 3, que indica que los costes son minimos si se producen

3 articulos. Ese coste minimo sera f(3)=3*—-63+40=31 €. 80 !
A laizquierda de x = 3, intervalo [0, 3), la funcidn decrece: el coste 60 1
disminuye. ] /
0%, Yl
c) La grafica puede trazarse calculado algunos pares de valores: 20 ] T(l 3
(0, 40); (1, 35); (2, 32); (3, 31), minimo; (6, 40); (10, 80). 1
Efectivamente, la funcion decrece en el intervalo (0, 3); crece en el intervalo 5 5 & 12

(3, +0); tiene el minimo cuando x = 3.

Funciones polinémicas de grado superior
La expresion f(x)=a,x" +...+a,X* +a,x+a, es la de una funcién polinémica. (Es la misma que
la de un polinomio). Los nimeros a; son los coeficientes, ap es el término independiente, n indica el

grado (que debe ser un nimero entero positivo). La indeterminada x es la variable independiente. Su
dominio es R; esto es, siempre estan definidas. El valor de f(x) dependera del que tome x.

—> Sus caracteristicas fundamentales pueden describirse a partir de la grafica de algunas de ellas.

3 .' 3 4 || 3 .l
30 I 3 Vol N1 AV
I' 34 WV -3 I"-‘,:" -3
fe)=x —dx F)=x'—4d —x+2 FO)=% 32 45t tx1

Puede observarse:

1) Las funciones polindmicas siempre son continuas.
2) Si el coeficiente principal es positivo, las de grado mayor par tienen dos ramas apuntado hacia
arriba; las gréficas de grado mayor impar (X3, x°, ...) “aparecen” por abajo y se “pierden” por arriba.
3) Las curvas asociadas a estas funciones pueden cortar al eje OX tantas veces como indica el grado
de su término principal. Los puntos de corte son, en cada caso, las soluciones de la ecuacion

f(x)=0.
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3. Funcién de interpolacion. Interpolacién lineal y cuadratica

Con frecuencia, en las ciencias sociales y economicas, no se dispone de modelos matematicos (de
funciones de la forma y = f (X)) que permitan asignar valores exactos de la variable dependiente

cuando la variable independiente toma un valor concreto; mas bien se dispone de algunos de pares
de valores, resultado de mediciones experimentales. Si hay motivos para suponer que el fendmeno
que se esta estudiando tiene un comportamiento funcional (o aproximadamente funcional), puede
intentarse buscar una funcién, llamada funcion de interpolacion, que se ajuste a esos pares de
valores.

« Cuando se conocen solo dos pares de valores, dos puntos, puede encontrarse una funcion lineal
(una recta) que pase por esos dos puntos. Esa sera la funcion de interpolacién lineal.

« Cuando se conocen tres puntos no alineados, puede encontrarse una funcion cuadréatica (una
parébola) que pase por esos tres puntos. Esa sera la funcion de interpolacion cuadratica.
Observacion: Cuando no hay motivos para suponer que el fendmeno estudiado tiene un
comportamiento funcional, sino aleatorio, se recurre a la regresion lineal. (Se vera en Probabilidad).

Interpolacion lineal
Si se conocen solo dos puntos, la funcion de interpolacion es f(x) =ax+b, que es una recta.

Para determinarla hay que hallar ay b.

Si los puntos son P(x1, y1) Y Q(X2, y2), los valores de a'y b se hallan y=ax+b

) _ y, =ax, +b ;
resolviendo el sistema: { °* ', (x.31) :
Y, =ax, +b ! .
- -’ - ! - 4
El valor de interpolacién correspondiente a x3 € (X1, X2) se calcula | ;
sustituyendo en la ecuacion hallada, siendo y; =ax; +b. o— & -
X X X Xy

« Cuando el punto x4 no pertenece al intervalo (x1, x2), se habla de extrapolacién.

Ejemplo:
La funcidn de interpolacion que se ajusta a los puntos (2, 3) y (8, 6) se obtiene como sigue:
Si (2, 3) y (8, 6) cumplen la ecuacion f(x)=ax+b =

3=2a+b 3=2a+bh [ 3=2(1/2)+b—>b=2
E2-E1

1
tand f(X)==x+2.
—> (restando) 3mpa " laci/2t = f(x) X+

6=8a+b

. . . . 1
Asi, el valor de interpolacion correspondiente a xs =4 es y; = §-4+ 2=4;yelvalorde

extrapolacion para x4 = 11 sera y, = %-11+ 2=1,5.

« Enla préactica, el calculo de los valores de interpolacion se hace
mediante una sencilla regla de tres directa. Sumando o restando al (x3.32) .-

valor conocido la variacion proporcional correspondiente. (Véase la ’
figura adjunta, en donde y, =y, +d,). (3. 1) Y2~ 0
- Lq i

Por el teorema de Tales se tiene:

. : o1 Ys
- d — oM ro
Yo=Y _ U3 :>d3:y2 yl(X3_Xl)- | N
X2 =%  X3=X X=X XX x
En el ejemplo anterior, (X1, y1) = (2, 3), (X2, y2) =(8,6) y X3 =4, se — XX

tendra: d, :g-(4—2):%-2=1 = y;=3+1=4.
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Interpolacion cuadratica
Cuando se conocen tres pares de puntos no alineados, el polinomio interpolador es la funcion

f (x) =ax? +bx+c, que es una parabola. 5
y=ax +bx+c

2
Yy =ax;” +bx;+C

Si los puntos son P(x1, Y1), Q(X2, ¥2) Y R(x3, y3), los valores de (x3.37) -
a, by c se hallan resolviendo el sistema lineal: 1 A TS 0.3
Y, =aX,” +bx, +C. I

El valor de interpolacion correspondiente a x4 se calcula _‘r.'j_l_‘ — e

sustituyendo en la ecuaci6n hallada, siendo y, = ax,? +bx, +c. X X X3 X
Cuando el punto xs no pertenece al intervalo (x1, X3), se habla de extrapolacion.

Ejemplo:
La funcion cuadratica, f(x)=ax> +bx+c, que pasa por los puntos (0, 2), (5, 9,5) y (10, 12) se
obtiene como sigue:

« (0, 2)esdelafuncion: f(0)=2 = 2 =c. (Este valor se lleva a las siguientes ecuaciones).

« (5,9,5)esdelafuncion: f(5)=95= 25a+5b+2=9,5.

] (10, 12)
. (10, 12) es de la funcién: f (10)=12 = 100a+10b+2=12. 21 e
_ 25a+5h+2=9,5 [Sa+b=15 0] G o
Resolviendo = —a=-01:b=2. 8 / :
100a+10b+2=12 10a+b=1 6l /!f .
La funcion es f(x)=-0,1x*+2x+2. (Linea de trazos de la figura). 4] f 1 1.6
Con esto: El valor de interpolacion correspondiente a x4 = 3 seré zj’(o: 2! ;
f(3)=-0,19+23+2=7,1. AV S E— '
-2 2 4 6 8 10 12 14

El valor de extrapolacion para xs = 12 sera f (12) =11,6. -

Interpolacion lineal a trozos

Cuando se conocen tres 0 mas puntos (y no hay excesiva necesidad
de precision en los valores de interpolacién), puede optarse por la
interpolacion lineal a trozos, en la que se ajusta una linea recta entre
cada dos puntos consecutivos.

(El calculo del polinomio interpolador, f(x), puede resultar L

LS TE  = I = + ]
PR T T

demasiado engorroso). 2.1/ 2 4 6 8 1012 14 16
— En el ejemplo representado en la figura adjunta, para valores de x entre 2 'y 7 se interpola sobre
la linea AB; si x esté entre 7 y 10, sobre la linea BC; y si esta entre 10 y 15, sobre la linea CD.

Ejemplo:

De un fendmeno se tiene la informacion dada en la siguiente tabla:
Variable x 1 4 5 8 9
Variable y 4 c 6 5 d
Mediante la interpolacion lineal a trozos pueden determinarse los
valores de ¢ y d, como sigue:

— Calculo de c. Se interpola entre los valores (1, 4) y (5, 6); la

155 i
1413

\
—- kS A B oth o =
PR S S —

A

—

-

, -, 1.7
recta de interpolacion es y:Ex+E.Luego, parax=4=¢c=55. T 1T 33 4T s T o0,

— Calculo de d. Se extrapola a partir de los puntos (5, 6) y (8, 5): recta y = —% x+§ . Luego, para

X=9=d=14/3.
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4. Una aplicacion a la economia: Funciones de oferta y demanda

La economia de mercado en estado puro se rige por las leyes de oferta y demanda: el productor ofrece
un articulo; el consumidor demanda un determinado producto. Si el precio de oferta es satisfactorio
para el consumidor, éste comprara lo ofertado. Analogamente, si los consumidores estan dispuestos a
pagar una cantidad ventajosa para el productor, éste, buscando un beneficio, se animara a producir lo
demandado. El tira y afloja entre unos y otros hace que los precios se ajusten.

« Lafuncién de demanda, q, , para un producto es aquella que determina la cantidad total que los

consumidores estan dispuestos a comprar a un precio p.
. Lafuncidn de oferta, q,, es la que determina la cantidad total que los fabricantes estan dispuestos a

producir a un precio de venta p.
» Cantidad de equilibrio es el nimero de unidades que hay que producir para que la demanday la
oferta se igualen: que se venda todo lo producido. Esto es, cuando g4 =, . El valor de p

correspondiente se Ilama precio de equilibrio.

Los modelos matematicos mas simples para las funciones de oferta y demanda son los lineales y
cuadraticos.

Modelo lineal
« Lademanda viene dada por larecta gy =b—ap, conay b > 0; (la pendiente negativa indica que
cuando el precio p aumenta las ventas disminuyen). g

« La oferta se expresa por g, =c+dp, cond > 0, para indicar que la oferta
aumenta cuando lo hace el precio. El término c suele ser negativo.
- El punto de equilibrio, E =(pg, qg ), se obtiene resolviendo a ecuacion

Qd =qo-

dE

Observaciones:

1) En las dos funciones la variable independiente es p, y su dominio esté definido para valores de p > 0
que hagan a g4 Y q, cantidades enteras positivas (en la préactica no pueden venderse trozos de un
producto).

2) En Economia es costumbre representar el precio, p, en el eje vertical; y la cantidad, g, en el
horizontal. Aqui lo haremos como esta.

Ejemplo:
SiJ las F13unciones de oferta y demanda de un terminado producto fuesen g, =—-10+0,5p y
gq =200— p, con p en euros, entonces: sog?
— Para p = 50 € se ofertarian 1754 N 44 =200—-p
0, (50) = —10+ 0,550 =15 unidades de producto; Eg 1
y se demandarian w0of | g, ="10+05p

g4 (50) = 20050 =150 unidades. g=60 o1
Como la demanda es mayor que la oferta, el precio subira. 25 1 N
— Parap =150 €, la oferta es q,(150) =—-10+0,5150=65; Sol %0 10 1o N
y la demanda, g (150) =200-150=50. - p=140

Como la demanda es menor que la oferta, el precio bajara.
— El equilibrio se encuentra cuando g4 =q, = —10+0,5p=200—-p = 1,5p=210= p=140 €.

Si p = 140, entonces q = 60: E = (140, 60).
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Modelo cuadrético

La demanda se ajusta a la funcion q, = —ap? +bp+c, con a >0 (parabola concava M).
La funcion de oferta es de la forma g, =&’ p?+b'p+ccona’ >0 (parabola convexa L).
Como en el modelo lineal, p, q4 y q, deben ser positivos.

Ejemplos:
Si las funciones de oferta y demanda de un terminado producto fuesen g, =—-226+0,8 p?y

qq = —p2 +40p+194, con p en euros, entonces:

—> Parap = 20 € se ofertarian g, (20) =—226+0,820° =94 750 ;
unidades de producto; y se demandarian ]
04 (20) =207 +40-20+194 =594 unidades.

Como la demanda es mayor que la oferta, el precio subira.

— Parap = 35¢€, la oferta es g, (35) =—226+0,835° =754 ;

y lademanda, g, (35) = —35% +40:35+194 = 360. . S A S —
Como la demanda es menor que la oferta, el precio bajara. . :I 5 19/'/5 20 25 30 35 40

500 -

250 1/

— El precio de equilibrio se encuentra cuando g4 = q, = —p®+40p+194 =—226+0,8p> =

40 ++/(~40)? — 441,8-(-420 + 30
= 1,8p° —40p-420=0 = p= J(-40) (+420) _ 40268 _ .
21,8 3,6 -7.7...

Para p=30€ = q=494: E = (30, 494). (La solucién p =—7,7 no tiene sentido).

« También pueden darse modelos mixtos: con la funcion de oferta lineal y la de demanda
cuadratica; o viceversa.

Ejercicio
a) Halla la funcion de oferta lineal para un determinado articulo sabiendo que: a un precio de 20 € se
ofertan 50 unidades; y a un precio de 25 € se ofertarian 70 unidades.

b) Si la funcion de demandaes q, = 210—2i0 p®, donde p viene dado en euros, determina el precio y

la cantidad de equilibrio.

Solucion: - -
Funcion de oferta: g, =ap+b. 200 T~ 4, =4p—30
De q, (20)=50=>50=20a+b 150

De q,(25)=70=70=25a+h =a=4;b=-30. oo

Luego: q,(p)=4p—30. 50

b) Igualando la oferta y la demanda:

1 03710 20 30 40 50 60 [0
4p—30=210->-p’ = p’+80p—4800=0 =

= = =
P 2 2 -120

El precio de equilibrio sera de 40 € (La solucion negativa no tiene sentido econémico).
A ese precio, las cantidades de oferta y demanda son de 130 unidades.

~80+,/6400—4(—4800) —80+160 _ { 40
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5. Funciones racionales

Son de la forma f(x) = % donde P(x) y Q(x) son polinomios.

« Su dominio de definicion son todos los nimeros reales, salvo aquellos que anulan el
denominador. Luego no estan definidas en los nimeros que son solucion de Q(x) = 0.
Pueden tener asintotas:

1) verticales, en las raices del denominador que no lo sean (a la vez) del numerador;

2) horizontales, si el grado de Q(x) es mayor o igual que el de P(x);

3) oblicuas, cuando el grado de P(x) es una unidad mayor que el de Q(x).

, con ¢ # 0. Sus caracteristicas fundamentales son:

. . ax+b
— Aqui se estudiara el caso f(x)= hl
cx+d

« No esta definidasi cx+d =0, esto es, Si X= —9. Su dominio es R—{—g}.
c c

. Larecta x=—d/c es asintota vertical de la curva.
a . .

. Larecta y=— es asintota horizontal.
c

« Su gréfica puede trazarse calculando algunos de sus puntos. (Siempre es creciente o siempre es
decreciente).

Ejemplo: 54 |
- Ix-3 [
La funcion f(x) = 2x-3 cumple: f&r=—— 419 =1
x-1 <y 1
. . — N

Su dominio es R — {1}. — 7, y=<_

Asintotas: x = 1, vertical; y = 2, horizontal. 1 —*

Algunos puntos de su gréafica son: ¥

(1,5, 0); (2, 1); (4, 5/3). 11 7

Siempre es creciente. 21 ]

Funcion de proporcionalidad inversa

Su expresion general es f(x) = K 0y= K , donde k es una constante distinta de cero.

X X
La regla de tres simple inversa se ajusta a esta relacion.
Recuerda que dos magnitudes, x e y, son inversamente 541\ _9
. : \ ()=

proporcionales, cuando el producto de las cantidades s \ x

correspondientes es constante: yx =k, siendo k la PRI flo) = 4

constante de proporcionalidad. Asi, cuando una de ellas flx) = = 3\, * i

se multiplica por un nimero, la otra queda dividida por el 024 N T f)=—
- 1 i .-" . — x

. , X
n 654 321, ] 123 456
Observa que y:E < yx=Kk. h .I
X

« Larepresentacion grafica de esta funcion es una
hipérbola equilatera.

« Los ejes de coordenadas son asintotas de su gréafica.

« Su gréfica es la de una hipérbola equilatera (referida a
los ejes cartesianos).
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Ejercicio
2Xx+4

Dada la funcion f(x) = 2 , Se pide:

a) Su dominio y asintotas.

b) Los puntos de corte de su grafica con los ejes de coordenadas. ; Toma alguna vez el valor 2?

¢) Un esbozo de su gréfica, dibujando las asintotas y algunos de sus puntos.

Solucion:

a) Dom (f) = R — {4}. (El denominador no puede tomar el valor 0).

En x = 4 tiene una asintota vertical — cuando x se acerca a 4 la funcion toma valores muy grandes.

2'3’9+44 =-118, que es un valor

« Porlaizquierda de x = 4, pongamos para x = 3,9, f(3,9) =

“muy grande” y negativo. Esto indica que la rama de la funcidn se va hacia —oo.
24,1+ 4

« Por la derecha de x = 4, por ejemplo, parax = 4,1, f(4,1) = =+122, que es un valor

“muy grande” y positivo. Esto indica que la rama de la funcion se va hacia +oo.

También tiene una asintota horizontal: la recta y = 2 (cuando x toma valores muy grandes la funcién
se acercaa2).

« Por laizquierda, hacia —oo, la funcién toma valores menores que 2.

« Por la derecha, hacia +oo, la funcién toma valores menores que 2.

-196 204

Asi, por ejemplo: f(-100) = n ~1,88<2; f(+100)= i 2,125> 2.

b) Parax =0,y =-1 — punto (0, -1). 10 ;
Paray =0, x =-2 — Punto (-2, 0). (El numerador g - |
debe ser 0: 2x+4=0=x=-2) 6 |
4 - I
Si f(x):zxx+44=2 = 2x+4=2(x-4) = _y=r_ L P S e
_ STt !
2x+4=2x—-8=>4=-8, que es absurdo. 12 -8 -4 ,%. 4 8 12 16 20
Por tanto, la funcién no puede tomar el valor 2: -4 !
2 no es de su recorrido. 6 - |
-8 - jr=4
c) Algunos de sus puntos son: 10 :

— Para dibujar la gréfica: 1) se trazan las asintotas; 2) se marcan los puntos; 3) se unen los puntos,
procurando que la gréfica se adapte a lo deducido anteriormente.

Dibujando con Google

Los dibujos que aparecen en este tema se han hecho utilizando el programa GeoGebra.

También pueden hacerse un esbozo (con muchas limitaciones gréaficas, pero muy rapido) utilizando
Google.

Puede hacerse como sigue: Go gle (2x+4)/(x-4)

Se teclea la funcion: (2x+4)/(x—4) INTRO: Gréafico de (2*x+4)/(x-4)

Aparece la figura de la derecha, que puede cambiar @
de aspecto acercando o alejando la figura (con el
raton); la escala puede variarse “trasteando” en los
botones ’ﬂ
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PROBLEMAS PROPUESTOS

- - X
1. Representa graficamente las rectas de ecuacion y=—x+2e y= 5" 3.

A partir de ellas haz las gréaficas de f(x)=|-x+2| y g(x)= ‘2—3‘ :

2. Una empresa de alquiler de coches ofrece dos tipos de contrato:

(I) Pago de una cantidad fija de 39 € y un coste adicional de 0,35 € por km recorrido.

(IT) 0,48 € por km recorrido.
a) Si la persona que alquila el coche estima que va a recorrer unos 250 km, ¢qué tipo de contrato le
interesa? ¢ Y si espera recorrer unos 500 km?
b) ¢Cuél es el numero minimo de km que hay que recorrer para que el contrato (I) sea el mas
barato? Justifica tu respuesta.

3. En la ciudad de Madrid, la Tarifa 2 del servicio de taxi (que se aplicara todos los dias de 21 a 07

horas y sabados, domingos y festivos de 07 a 21 horas, para el afio 2020) se especifica como sigue:
Inicio servicio: 3,15 euros. Precio kilométrico: 1,35 euros/km.

a) ¢Cuanto cuesta un trayecto de 8 km?

b) Halla la funcién que da el precio del trayecto dependiendo de los kilémetros recorridos.

4—X, six<4
x> —10x+24, six>4

A partir de su grafica indica sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, y sus maximos y
minimos. ¢Es continua?

4. Representa graficamente la funcion f (x) = {

—x?+2, six<1
5. Representa graficamente la funcion f(x) =< x-1, Ssil<x<4.
X—1 .
—_—, six>4
X—3
A partir de su grafica indica si es discontinua en algin punto; da también sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento, y sus maximos y minimos. ¢ Tiene alguna asintota?

6. Halla los puntos de corte de las funciones cuadraticas con los ejes de coordenadas:
a) f(X)=x*+2x=3; b) f(X)=—x*+4x; c¢) f(xX)=05x*+1; d) f(x)=—x>+2x—1.
Indica también las coordenadas de su vértice y la ecuacion de su eje de simetria.

7. Halla la funcion cuadratica que corta a los ejes de coordenadas en los puntos (0, 6), (-1, 0) y (3,
0).

8. La siguiente grafica corresponde a la funcién f (x) =ax? +bx+c, 2

dondea,b,c e R.
Halla los valores de a, b y c. Indica también las coordenadas del vértice de la

paréabola. -2 /1_4 1 3\

9. De una funcién se sabe que f (100) =20 y que f (200)=35. Aplicando la interpolacion lineal
determina los valores correspondientes a f (140) y f(205).
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10. De un fendmeno se tiene la informacion dada en la siguiente tabla:
Variable x -1 1 2 3
Variable y 10 b 13 26
a) Calcula la funcion de interpolacion de segundo grado asociada.
b) Halla el valor que se debe asignar a b.

11. El beneficio obtenido, en miles de euros, por una pasteleria en los afios que se indican se da en
la tabla:

Afio 1 3 6
Beneficio 7 8 10
a) Halla el polinomio interpolador de segundo grado correspondiente.

b) Estima, a partir de ese polinomio, el beneficio correspondiente al afio 4.

12. De un fenémeno se tiene la informacion dada en la siguiente tabla:
Variable x 1 1,2 2 3 4
Variable y 169 d 181 e 199
a) Calcula la funcion de interpolacion de segundo grado que se ajusta a los datos conocidos.
b) Utilizando esa funcién halla los valores d y e.

c) Determina también, pero por interpolacion lineal a trozos y sin calcular la funcion
correspondiente, esos mismos valores d y e.

13. Halla, por interpolacion cuadratica, el valor de d.
Variable x 1 2 3 4
Variable y 7 9 d 10

14. Las funciones de oferta y demanda de un determinado producto son:
Oferta: g, =10p—70; Demanda: g, =500-5p,

donde p viene dado en euros y g en unidades.

Halla:

a) Las cantidades de oferta y demanda a 30, 40 y 50 euros. ¢Hay escasez en algln caso? ;A partir
de qué precio no hay demanda?

b) El precio y la cantidad de equilibrio para ese producto.

15. Las funciones de oferta y demanda de un determinado producto son: g, =-150+10p y

Qg = 240—% p?, donde p viene dado en euros.

a) Halla las cantidades de oferta y demanda a un precio de 15 y de 40 euros.
b) Halla el precio y la cantidad de equilibrio.

16. Las cantidades de oferta y demanda de un determinado producto son:
g, =-50+15p, qg,=600-p (peneuros)

Calcula:
a) El precio y la cantidad de equilibrio.
b) ¢A qué precio se produciria una escasez de 100 unidades?

17. Representa graficamente las siguientes funciones, indicando su dominio, asintotas y los puntos
de corte de cada gréafica con los ejes de coordenadas:

) 1= B H=T ) fg=]
X—3 X—2 X+3

: d) f(x):_—x4.
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18. Cuando una persona se establece en una gran ciudad, nueva para ella, comienza un proceso
paulatino de conocimiento de su nuevo habitat. Supongamos que el porcentaje de ciudad (calles,
100x

X+50

edificios, comercios...) que va conociendo viene dado por el valor de la funcién f (x) = , donde

x indica las semanas que lleva en la nueva ciudad.

a) ¢Que porcentaje de ciudad conocera al cabo de 4, 20, 52 semanas?

b) ¢ Cuéntas semanas deben pasar para que conozca mas del 80 % de la ciudad?

c) Representa los valores hallados (y algunos mas) y haz una grafica de f (x). (Para que la gréfica sea

“dibujable” debes hacer cambios de escala en los ejes; por ejemplo, en el je OX toma las semanas de
20, en 20).

19. Una atleta SUB 18, corredora de 400 m, lleva entrenado tres afios. Sus planes de entrenamiento
se completan durante 40 semanas al afio (las deméas semanas las dedica a mantenimiento de forma).

Sus tiempos en completar los 400 m se ajustan a la funcion f (x) = 55X+—£OO , siendo x el nimero
X+

de semanas de entrenamiento; f(x) en segundos.

a) ¢Cuénto tiempo tardaba en correr esa distancia antes de comenzar a entrenar? ¢ Cuéles fueron sus
tiempos al terminar las semanas 10, 20, 30, 40, 80 y 120? Con esos datos haz su gréafica.
b) ¢Cuantas semanas de entrenamiento necesitara para bajar de los 59 s?

20. El coste de instalacion de una empresa es de 50000 euros. La produccion de cada unidad supone un
coste adicional de 20 €. Halla:

a) El coste de fabricacion de 100, de 1000, de x unidades

b) El coste por unidad en cada uno de los supuestos anteriores.

c) ¢A qué tiende el costo unitario cuando se fabrican muchas unidades de producto?

Otros problemas

21. Unatienda de moviles puso a la venta un modelo de teléfono inteligente al precio de 600 €,
vendiendo 200 teléfonos al mes. Variando los precios ha descubierto que por cada 10 € que se
incrementa el precio del movil, vende 20 teléfonos menos, y al revés: por cada 10 € de descuento
sobre el precio inicial de 600 €, vende 20 teléfonos mas. Con lo que ambas variables estan
relacionadas linealmente.

a) Halla la funcion que da la cantidad C de teléfonos vendidos dependiendo del precio p. ¢Cuantos
telefonos se venden a un precio de 500 €? ;A qué precio no Se vende ningun teléfono?

b) Deduce que la funcion que determina los ingresos mensuales de la tienda, dependiendo del precio
del movil, es 1(p) =-2p®+1400p.

c) ¢A qué precio del mavil la empresa tiene los ingresos mensuales mas elevados? ¢ A cuanto
ascienden esos ingresos maximos?

22. Un granjero tiene 1200 metros de malla para cercar un terreno rectangular.

a) Si un lado del rectangulo mide x metros, ¢cuanto medira el otro lado? ¢ Cual sera el area de ese
rectangulo en funcion de x?

b) Indica las dimensiones de ese rectangulo cuando x es igual a 100, 200 y 300 metros; comprueba
que la férmula anterior es correcta.

c) ¢Para qué valor de x el area del rectangulo serd maxima?

23. El rendimiento intelectual, en tanto por ciento, de un estudiante, depende de los minutos que

lleva estudiando. La funcién que da su rendimiento es: R(t) = ;—étz +2t+70, t en minutos.

a) ¢Cual es su rendimiento al comenzar a estudiar?
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b) ¢En qué momento su rendimiento es mayor? ;Cuél es ese rendimiento?

c) Si decide descansar cuando su rendimiento esta por debajo del 70 %, ¢en qué minuto debe
hacerlo?

24. Durante los 11 afios de funcionamiento de una empresa, sus beneficios (en millones de euros) se
ajustaron a la funcion B(t) =-0,3t? +3,3t—1, siendo t [0, 11] es el tiempo transcurrido en afios

desde el momento inicial.

a) Determina en qué momento del tiempo los beneficios fueron de 2 millones de euros.
b) ¢En qué momento los beneficios fueron maximos?

¢) ¢En qué periodo de tiempo la empresa tuvo ganancias?

25. Los ingresos y los costes, en euros, de una empresa vienen dados por las funciones
I (x) = 50000x — 4000x? y C(x) =100000+5000x , donde x son miles de unidades producidas y

vendidas; esto es, x = 1, significa 1000 unidades.

Halla:

a) Los puntos de equilibrio: en donde la empresa ni gana ni pierde.

b) La funcion que da el beneficio y los valores de produccidn en los que ese beneficio es positivo.
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