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PORCENTAJES Y APLICACIONES ECONOMICAS

St eres alxmr\o, alrededor del 70 % de tu aprer\tﬁzaje estd relacionado

con tu atencién en clase: atiende, entiende, aprende.

1. Porcentajes: repaso

Un tanto por ciento, un porcentaje, es una fraccion con denominador 100. El tanto por ciento indica
lo que se toma de algo que se ha dividido en 100 partes iguales.

Asi, por ejemplo, un 21 por ciento (21 %), es la fraccion % =0,21. Esta cantidad, 0,21, es la tasa

unitaria, el porcentaje correspondiente a 1. Por eso, para hallar el 21 % de cualquier cantidad se

multiplica por 0,21. El 21 % de 1200 € = %-1200 =0,21 - 1200 = 252 €.

Aumentos porcentuales

Cuando a una cantidad inicial, C, se le afiade un tanto por ciento de la misma cantidad, se habla de
aumentos porcentuales. (Es lo propio de las subidas de precios o de los impuestos).

Para aumentar un porcentaje a una cantidad se multiplica esa cantidad por 1 + r, siendo r la tasa

unitaria. Por tanto, la cantidad final, Cr, se obtiene multiplicando C por (1 +r): Cx =C{1+T).

Ejemplos:

a) El Impuesto sobre el Valor Afadido (IVA), para gran cantidad de productos es del 21 %. Esto
significa que, si un producto vale 100 euros, deben pagarse 121 €; el 21 % mas.

Si ese producto costase 1200 €, habria que pagar 1200 + 21 % de 1200 = 1200 + 252 = 1452.

Es més rapido y eficaz hacerlo directamente: Cp =1200(1+0,21)=12001,21=1452 €.

b) Si algo que valia 230 € ha subido el 12 %, su nuevo precio sera 230-(1+0,12) = 257,6 €.

c) Si los nacimientos en una determinada region han aumentado el Gltimo afio en un 7 %, entonces,
si se sabe que el afio pasado nacieron 15500 nifios, este Gltimo afio habran nacido:

1550041+0,07) =155001,07 =16585 nifios.

Disminuciones porcentuales

Cuando a una cantidad inicial se le quita un tanto por ciento de la misma cantidad se habla de
disminuciones porcentuales. (Es lo propio de las rebajas).

Para disminuir un porcentaje a una cantidad se multiplica esa cantidad por 1 —r, siendo r la tasa de

descuento unitaria. La cantidad final, Cr, se obtiene multiplicando C por (1 -r): C¢ = C-(l— r).

Ejemplos:

a) Si se anuncian rebajas del 35 %, significa que lo que valia 100 €, ahora vale 35 €
menos; esto es, 100 — 35 =65 €. Y lo que valia 1 €, valdra 0,65 €. Para calcular los
precios rebajados habra que multiplicar los iniciales por 0,65.

Asi, si un teléfono mavil costaba 270 €, su precio rebajado seré:

270(1-0,35) = 2700,65=175,50 €.

b) Si un frigorifico que costaba 450 € se ha rebajado un 30 %, ahora valdra:
450 - 0,70 =315 €.
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Distintos enfoques de los porcentajes

Los problemas de aumentos y disminuciones porcentuales son los mas sencillos, pues son los méas
directos. Pero, en la vida corriente pueden plantearse situaciones no tan claras. A continuacion, se
plantean, con ejemplos, algunas de esas situaciones.

1. ;Cuédl es el precio sin IVA?
« El precio final (IVA incluido) de un ordenador es de 582 €. ;Cual es su precio inicial, sin IVA?

Recuerda que Cr =C+{(1+r). En este caso, se conoce Cg =582, IVA=21% —r=0,21.

Por tanto, 582=C1,21=C = % =480,99 €.

Para hallar el precio sin IVA (si es el 21 %) se divide lo pagado entre 1,21.

2. “Diasin IVA”

. El “dia sin IVA” que anuncia determinada cadena comercial, indica que el precio de sus
productos no se vera incrementado por el 21 % de IVA. Eso no equivale a una rebaja del 21 %,
significa que si, por ejemplo, algo vale 100 €, por lo que deberia pagarse 121 €, al no cargar el IVA,
se pagan los 100 € iniciales. ;Cuél es el porcentaje de rebaja real?

— Por lo que vale 100 €, con el IVA deberia pagarse 121 €, pero se pagan 100 €. Luego, aplicando
Ce =C{1+r), setieneque CF=100y C=121= 1+r :% ~0,826 =>r=1-0,826=0,174.
El descuento real es del 17,4 %.

Nota: Si se conocen los valores inicial y final de una alteracion de cantidades, el porcentaje de
variacion se obtiene dividiendo el valor final entre el inicial. La diferencia con la unidad da la tasa,
positiva o negativa, de subida o bajada. (Asi: cociente = 1,07 = +7 %; cociente = 0,85 = —-15 %)).

3. ¢A qué porcentaje corresponde determinada cantidad?
« Hace unos meses, una casa se vendia por 230000 €. Como no se vende por esa cantidad, el
propietario ha decidido rebajar su precio de venta en 12000 €. ;Cuél es el porcentaje de rebaja?

El nuevo precio seréa de 218000, luego: C =C{1+r) =
~ 218000

= ~0,948 —»r=1-0,948 = 0,052, el 5,2 %.
230000

218000 = 230000-(1— r) =1-r

4. Porcentajes sucesivos.

« En Espafia, en el afio 2014 se fabricaron un total de 2405597 vehiculos automdviles. Segun el INE,
la fabricacion superd en un 11 % a la de 2013; mientras que en 2015 aumentd un 14 %.

¢ Cual fue el porcentaje de aumento desde 2013 a 2015?

Ojo, larespuesta no es 11 + 14 = 25 %. (Antes de seguir leyendo, piensa lo que harias).

Lo primero que puede hacerse es averiguar el nimero de vehiculos fabricados en 2013, V,q;5 . Se

obtiene aplicando la formula de siempre: Cr =C(1+r).

Vio1a =Vaop3(1+0,11) = Vg3 = % = 2167205, redondeando a unidades.

En segundo lugar, se calculan los vehiculos fabricados en 2015:

Con esto, el porcentaje de aumento desde 2013 a 2015 se calcula dividiendo las cantidades

respectivas: % =1,2654 — EIl porcentaje de variacion fue del 26,54 %.

67205
Observacion: El porcentaje acumulado se puede obtener multiplicando 1,11 - 1,14 = 1,2654, pues:

Vaots =Vaora{1+0,14) =Vyg5 (1+0,11)(1+0,14) = Vo451, 2654 =V (1+0,2654) .
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Porcentajes en todas partes

Los siguientes datos de las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU), se han obtenido en la web
del Ministerio de Educacion y FP, paginas 21y 22. El coloreado y subrayado de datos es mio.

. Laconvocatoria de 2017 ha sido la primera en la que los estudiantes procedentes de Bachillerato
han realizado la conocida como Evaluacién de Bachillerato para el Acceso a la Universidad
(EBAU). Este afio se matricularon un total de 280.852 personas, esto supone un descenso de 6,5
puntos con respecto al afio anterior. La convocatoria genérica (alumnos que han cursado
Bachillerato) continda siendo la mayoritaria, representando aproximadamente un 88 % del total de
la matricula.

El nimero de estudiantes que se presentd finalmente a la prueba fue de 264.980, de los cuales
aprobaron 230.530. Los mayores de 25 afios, mayores de 45 afios y mayores de 40 afios con
experiencia laboral, suman un total de 33.785 matriculados, de los cuales 21.699 se presentaron
finalmente a las pruebas y 12.151 aprobaron.

En las pruebas de acceso a la universidad, este afio el total de mujeres presentadas es de 149.300, lo
gue supone un 56,3% de mujeres frente a un 43,7% de hombres. El porcentaje de aprobados no
varia en exceso atendiendo al sexo de los participantes, siendo un 87% el porcentaje de hombres
aprobados con respecto a los presentados y un 87,2% el de mujeres aprobadas con respecto a las
presentadas. Si nos restringimos a las pruebas genéricas de acceso a la universidad, podemos
observar que el 57,2% de los matriculados son mujeres, el 4,8% posee una nacionalidad extranjera y
el 7,0% son mayores de 20 afos.

Dar estos datos mediante una tabla facilita su comprension.

Tabla 2.1.3 Ndmero de matriculados, presentados y aprobados en las PAU por procedimiento de acceso, convocatoria
¥ sexo. Afio 2017

Matriculados Presentados Aprobados
Total Mujeres (%) Total Mujeres (%) Total Mujeres (%)
Total PAU 280.852 55,8% 264.980 56,3% 230.530 56,5%
PAL genérica convocatoria ordinaria 207 166 57.5% 205.077 57,6% 189.480 57 4%
PAL genérica convocatoria extraordinaria 39.901 55 3% 38.204 55 1% 28899 54 8%
PAL para mayores de 25 afios 28.027 44 2% 17.690 45 5% 9917 43 6%
PAL para mayores de 45 afios 4.651 54 3% 2923 58, 2% 1.445 61,7%
Acceso para mayores de 40 afios con 1.107 41 1% 1.086 41,3% 789 40,7%

experiencia laboral

VVamos a trabajar con estos datos.

. Si “Este afio se matricularon un total de 280.852 personas, lo que supone un descenso de 6,5
puntos con respecto al afio anterior”, ¢cuantos alumnos se matricularon el afio anterior?

— Un descenso de 6,5 puntos indica un 6,5 % menos; lo que supone un 93,5 % — 100 — 6,5 = 93,5.

Si M6 designa los matriculados en 2016, entonces, de Cp =C{(1+r) =

280852 = M y075 (1 0,065) = M55 = 20002 _ 300376 (redondeado)

0,935

« Si “El numero de estudiantes que se presento a la prueba fue de 264.980, de los cuales aprobaron
230.5307, ¢cual fue el porcentaje de aprobados?

— Puede calcularse dividiendo: (N.° de aprobados)/(N.° de presentados) = % =0,87 — 87 %.

« ¢Cual fue el porcentaje de aprobados en la “PAU genérica convocatoria ordinaria”? (Ver tabla).

Como antes, se obtiene dividiendo los datos correspondientes: % =0,9239 — 92,39 %.

« Comprueba por tu cuenta algunos de los porcentajes que se dan en la tabla.
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2. NUmeros indice

Los ndmeros indice permiten estudiar la evolucion cuantitativa de una determinada variable.
También facilitan la comparacion entre elementos relacionados. Para ello hay que fijar una base de
referencia. Esa base suele ser 100; las posiciones posteriores (0 anteriores) se indican en
porcentajes, que se determinan mediante reglas de tres. En los graficos que siguen se da un ejemplo.

PIB per capita en euros. Afio 2018 PIB en nameros indice, Espaiias 2018

Madrid, Comunidad de 34 016 Madrid, Comunidad de 1351
Pais Vasco 34.079 Pais Vasco 1318
Navarra, Comunidad Foral de 31.800 Navarra, Comunidad Foral de 1230
Calaluia 30.769 Catalufia 119,0
Aragén 28,840 Aragon 1108
Ricja, La 26833 Rioja, La 1038
Balears, llles 26764 Balears, llles 1035
Espafia 25854 Espafia | 1000
Castilla y Ledn 24397 Castilla y Ledn 94,4
Cantabria 23817 Cantabria 92,1
Galicia 23.204 Galicia 90,1
Asturias, Principado de 23.087 Asturias, Principado de 893
Comunitat Valenciana 22859 Comunitat Valenciana 88,4
Murcia, Region de 21.134 Murcia, Region de 817
Canarias 21031 Canarias 813
Castilla-la Mancha 20.645 Castilla-La Mancha 799
Ceuta 20032 Ceuta 77,5
Andalucia 19132 Andslucia 74,0
Melilla 18.482 Melilla L5
Extremadura 18.174 Extremadura 703
0 10.000 20.000 30.000 40.000 ESpaﬁaZ 25854 € = 100

El gréafico de la izquierda muestra el PIB per capita de Espafia, detallado por comunidades
autébnomas. (EI PIB per cépita, ingreso per capita o renta per capita es un indicador econémico que
mide la relacion existente entre el nivel de renta de un pais y su poblacion. Para ello, se divide

el Producto Interior Bruto (PIB) de dicho territorio entre el nimero de habitantes. Ver).

Si consideramos los valores absolutos de esa renta: 25854 € para Espana; ... 18174 € para
Extremadura, es facil perderse entre tantos nimeros; y la comparacion entre comunidades
autonomas no es sencilla. Pero, si esos nimeros se comparan con 100, se convierten en porcentajes
y la comparacion resulta més sencilla. Es lo que se hace en el grafico de la derecha.

Para obtener el dato de Madrid se hace la operacién 2?2;2-100 ~135,1% — (135,0506691).

Este resultado indica que el PIB de Madrid es un 35,1 % superior a la media nacional. Mientras que
el PIB de Extremadura esté casi 30 puntos por debajo de esa media.

Ejemplo:
Supdngase que durante cinco afios consecutivos el valor (precio) de las acciones de una
determinada compafiia “cerr0 el afio” como se indica en la siguiente tabla:

Afio 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Precio en € por accion | 23,50 (26,74 121,80(17,32| 20,45
Si se toma como valor 100 el del afio 2014, los nimeros correspondientes a los afios siguientes
seran:

Ao 2015: 26i-100 ~113,8; Ao 2016: @-100 ~92,8 120
23,50 23,50 120 1 o
mi AN
Afio 2017: 2072 100 ~73.7;  Afio 2018: 2% 100 ~ 87 100 1R8-S mmom oo
23,50 23,50 w0 1 - ot
La tabla de nimeros indice correspondiente seria: .| \4’3{
Afo 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 & , , , ,
Precio en € por accion | 23,50 (26,74 (21,80|17,32| 20,45 2005 2010 2011 22 A3
Ndmero indice 100 |113,8| 92,8 | 73,7 | 87

Con frecuencia, los datos de la tabla suelen acompariarse de una gréafica.
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3. Problemas de interés bancario

El interés es la ganancia o renta producida por un capital durante un periodo de tiempo; este interés
puede ser simple, compuesto o continuo. La tasa de interés, que generalmente se da en tantos por
cien, puede ser anual, semestral, trimestral, mensual, diaria o continua.

Interés simple
Un capital Co, al cabo de un afio, a un interés del i % produce una renta R =C, ﬁ =C,r, donde

r = — indica la tasa en tanto por uno.
100

« El capital acumulado al cabo de un afio sera C =C,(1+r).

Ejemplo:
Un capital de 20000 €, al 5 % anual, produce una renta anual de 20000 - 0,05 = 1000 €.
El capital acumulado al cabo de un afio serd C =20000-(+ 0,05) = 21000 €.

Interés compuesto

En el interés compuesto, el capital inicial va incrementandose con los intereses producidos
(devengados) en los periodos anteriores de tiempo (anuales, semestrales, trimestrales...). Si los
periodos son anuales, cada afio se multiplicard por 1 + r; asi, los capitales en afios sucesivos seran:

C,, C,=Co(1+r), C,=C,(1+1)*, C,=C,(1+1)*... C, =C,(L+T)",
siendo t el nimero de afios.

« Silos intereses se abonan (se pagan) en periodos mas cortos (semestrales: dos veces al afio;
trimestrales: cuatro veces al afio; ...), el capital acumulado al cabo de t afios, a una tasa de interés

nt
. r . , :
anual r (en tanto por uno), sera: C(t) =C, (1+—j , siendo n el numero de periodos anuales.
n

Ejemplos:

Un capital de 20000 €, al 6 % anual, se convierte al cabo de 8 afios en 31876,96 €.

Afo a afno:
C,=20000 €; C; =20000-(1,06) = 21200 €; C, =21200-(1,06) = 20000 (1, 06)% = 22472 €;
C; =22472-(1,06) = 20000- (1, 06)% = 23820,32 € ... (cada afio se multiplica por 1,06) —

— Utilizando la potenciacion: Cg = 20000-(1+0,06)® = 31876,96 €.

« Si los intereses se abonan trimestralmente (n = 4), los 20000 € anteriores se convertirian, al cabo
4.8

de esos mismos 8 afios, en C(8) = 20000-(1+ ?j = 20000-(1, %)32 = 32206, 49 €.

Observa: A un 6 % anual le corresponde con 1,5 % (= 0,015) trimestral; 8 afios = 32 trimestres.

Interés continuo
Si se consideran periodos de tiempo infinitesimales, el interés se llama continuo: los intereses se
van acumulando en cada instante de tiempo.

El capital acumulado al cabo de t afios es: C(t) =C,€".

Ejemplo:
A interés continuo del 5 %, durante 8 afios, 10000 € se convierten en
C =10000e%%°8 =1491825 €  — e =2,7182... es el nimero de Euler.
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Tasa anual equivalente: T.A.E.

Cuando los periodos de capitalizacion son inferiores a un afio (mensuales, por ejemplo), los
intereses producidos (o devengados) por un capital son superiores a la tasa de interés anual. El
porcentaje de interés real que se obtiene (0 paga) se llama tasa anual efectiva o tasa anual
equivalente: T.A.E. (Mas detalles).

Ejemplo:
« 100 euros, a un interés del 6 % anual (tasa nominal se Ilama), producen al afio 6 euros.
« Los mismos 100 €, al mismo interes del 6 % anual, con intereses liquidables mensualmente,

12
producen C =100-(1+ %} =106,1678; esto es, una ganancia de 6,1678 euros. Esa ganancia es

la misma que producirian 100 euros a un 6,1678 % de interés anual: es la T.A.E. correspondiente.
En este caso, la informacidn bancaria correcta debe ser: “intereses de un 6 %, (6,1678 % TAE)”.

b) Cuando se pide un préstamo bancario es habitual que haya que pagar comisiones (gastos por
tramites y demas). Asi, si un banco te concede un préstamo de 3000 € al 9 % anual, pero ese crédito
tiene unos gastos de 70 €, que el banco retiene al instante; entonces, recibes 2930 € (= 3000 — 70),
pero debes devolver al cabo de un afio 3000 + 9 % de 3000 = 3000 - 1,09 = 3270 €. ;Qué TAE (el
porcentaje real) se ha pagado?

Recuerda que C = C-(1+ r) . En este caso, se conoce C =2930y Cr =3270. Por tanto:

3270=2930(1+r)=1+r = 3270
2930

~1116 = r=0,116 - La TAE es del 11,6 %.

4. Amortizacion de préstamos

Cuando se pide un préstamo bancario de cierta importancia (para montar un negocio, comprar un
coche o una casa), la deuda se paga (amortiza) en varios afios, devolviendo el dinero a plazos
(mensuales, trimestrales, anuales; si esas cantidades se pagan anualmente, se llaman anualidades).
. Lacantidad de amortizacién (la que se paga en cada plazo) incluye una parte del capital
adeudado mas los intereses de la deuda pendiente desde el pago anterior.

Ejemplo:
Empecemos con un caso relativamente frecuente en los Gltimos tiempos. Supongamos que vas al
dentista y terminas con una factura de 360 €, que pagas con tarjeta de crédito; al instante puedes
recibir un mensaje de tu banco que dice: “El pago de 360 € puede realizarlo en tres cuotas
mensuales de 124,83 €”.
Si haces cuentas, ves que no se paga mucho mas, pues 360/3 = 120 €; si pagas 124,83 €, supone un
recargo de 4,83 € mas al mes. Pero si te preguntas a qué interés te facilitan el pago, es posible que
pienses que es demasiado. Te adelanto que el préstamo te lo dan a un 24 % de interés nominal, lo
que supone un 2 % mensual.
Observa como evoluciona la amortizacion de la deuda de 360 €.
« Deuda inicial (primer mes): 360 €

360 € — después de 1 mes al 2 % se convierte en 360 - 1,02 = 367,2 € — 7,2 € de interés.
Pagas 124,83 €. De ellos, 7,2 € son de intereses; el resto, 116,63 €, de amortizacion.
» Deuda 2° mes: 367,2 — 124,83 = 242,37 €

242,37 € — después del 2° mes se convierte en 242,37 - 1,02 = 247,174 € — 4,804 € de interes.
Pagas 124,83 €. De ellos, 4,804 € son de intereses; el resto, 120,026 €, de amortizacion.
« Deuda 3°mes: 247,174 — 124,83 = 122,344 €.

122,344 € — después del 3° mes se convierte en 122,344 - 1,02 = 124,83 € — 2,486 €, interes.
Pagas 124,83 €. De ellos, 2,486 € son de intereses; el resto, 122,344 €, de amortizacion.
 Deuda amortizada.

WWW.Mmatematicasjimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/
https://www.rankia.com/blog/mejores-depositos/210051-tae-tasa-anual-equivalente-que-incluye

Matematicas 1° CCSS. ALGEBRA. Tema 6: Porcentajes y aplicaciones... 75

Formula que da la cantidad de amortizacion
DA+r)"r

. Laformula que da la amortizacion mensual (la cantidad a devolver) es a = ir) 1’
+r)" —

donde D es la deuda inicial, r la tasa mensual y n el nimero total de meses.

i : s . .
— Engeneral: r=—,n=p - t, siendo: i, el interés anual en tanto por 1; p, el nimero de periodos
p

anuales (en meses, p = 12; en trimestres, p = 4; anualidad, p = 1); y t, el nGmero de afios.

Ejemplos:
a) Si la deuda inicial fuese D = 360 € (la factura del dentista), el tipo de interés anual del 24 %,
0,24

entonces, r = ETH =0,02 y n = 3 meses, aplicando dicha férmula, se obtiene:

o 360+0, 02)3.0,02
(1+0,02)% -1

— El proceso con la calculadora puede ser el siguiente:

360 [x][(J1[+]0,02])|[*]3[x]0,02[:][(]1,02[*]3[=]1][)][=] 124.8316821

Los paréntesis son imprescindibles.

=124,8316821 €. — (Repite la operacion con tu calculadora).

b) Si para comprar un coche necesitas un préstamo de 20000 € y lo financias a un interés del 9 %, a
pagar en 4 afios, mediante cuotas mensuales, entonces:

D =20000¢€, r= % =0,0075 (9 % anual = 0,75 % mensual) y n = 48 (4 afios = 48 meses).
20000-(1+0,0075)*8.0,0075
(1+0,0075)* -1
Esto es, para saldar una deuda de 20000 €, al 9 % de interés nominal, hay que pagar 497,70 €,

mensualmente, durante 4 afios.
El proceso del pago de la deuda es el que se indica a continuacion (doy solo unos pocos meses):

Aplicando dicha formula, se obtiene a = =497,7008475 = 497,70 €.

_ Denda al cabo de un . Capital Intereses
Deuda inicial en Amortizacion Pendiente tras ap
Mes , mes . amortizado en | pagados en ese
cada periodo amortizacion
— gse mes mes
(Inicial x 1,0073) |(Pago de 497,70 €)

20000 20150 497,7008475 19652,29915 347,7008475 150
19652,29915 19799,6914 497,7008475 19301,99055 350,3086039 147,3522436
3 19301,99055 19446,75548 497,7008475 18949,05463 352,9359184 144,7649291
13 15651,10162 15768,48489 497,7008475 15270,78404 380,3175853 117,3832622
25 10894,24658 10575,95343 497, 7008475 10478,25258 415,9939981 81,70684937
37 5691,165727 5733,84947 497,7008475 5236,148623 455,0171045 42,68374296
a5 1470,982843 1482,015214 497, 7008475 584,3143669 A86,6684762 11,03237132
a7 984,3143669 991,6967247 497,7008475 493,9958772 490,31848957 7,382357752
43 493,9958772 497, 7008463 497,7008475 0 493,9958784 3,7049569079

Observaciones:

1) Estos calculos se han realizado con Excel. (Ver desarrollo al final de este tema).

2) El capital “Pendiente tras amortizacion” es la “Deuda inicial en cada periodo”.

3) Cada cuota incluye los intereses devengados mas el capital amortizado en ese mes.
Como la deuda va disminuyendo, los intereses bajan, mientras que la amortizacion va
en aumento. (EI primer mes se pagan 150 € de intereses; el ultimo, 3,7049... €).
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Hipotecas

Cuando un préstamo es cuantioso, como suele serlo al comprar una vivienda, los bancos lo
conceden con la garantia de la misma propiedad, que queda hipotecada hasta que se completa el
pago de dicho préstamo. La amortizacion de esa deuda suele ser mensual.

Si el tipo de interés se mantiene fijo a lo largo del tiempo, la cuota mensual se obtiene aplicando la

D@A+r)"r
1+n" -1
meses. (Retener esta formula no deberia ser necesario; lo importante es saber el significado de la
amortizacion, a (y saber calcularla con ayuda de herramientas informaticas: ver Problema 21).

férmula anterior: a = , donde D es la deuda inicial, r la tasa mensual y n el nimero de

Ejemplos:
a) Si el préstamo hipotecario es de 150000 €, a un interés del 4 % anual, a pagar durante 10 afios,

entonces: D = 150000 €, r = % =0,00333... (4 % anual = 0,333... % mensual) y n =120 (10

afos = 120 meses). Aplicando dicha férmula, se obtiene:
~ 150000(1,00333...)"*0,00333...

(1+0,00333...)*° -1
_ 1500004, 490832682.0,00333...  745,333073
1,490832682 1 0,490832682

Esto es, para saldar una deuda de 150000 €, hay que pagar 1518,68 €, mensualmente, durante 10
afios. (En total, se pagan 120 cuotas de 1518,68 € = 182241,6 €).

— (debes mantener todos los decimales en la calculadora)

=1518,677074 — 1518,68 €/mes.

b) Si no puedes afrontar un pago mensual tan alto (1518,68 € al mes es mucho dinero), puedes
proponer al banco un alargamiento del tiempo de pago. Asi, si el tiempo fuese de:

180
1500001, 00333...) -0,00333...
. 15afios,n=180: a= ( ) 80 =1109,531888 — 1109,53 €/mes.
(1+0 00333.. )
216
150000 1,00333.. 0,00333...
. 18 afios, n = 216: ( ) 76 =975,296544 — 975,30 €/mes.
(1+O 00333.. )

Planes de pensiones (planes de ahorro)

Es una modalidad de ahorro que consiste en ingresar cada cierto tiempo (mensualmente,
trimestralmente, etc.) una cantidad de dinero en un banco, con la idea de disponer de una cierta
suma de dinero para la jubilacion. (Aqui supondremos que esa cantidad es fija y que el interés se
mantiene fijo). Las cantidades ingresadas y sus ganancias quedan sujetas a interés compuesto. Al
cabo del tiempo se tiene acumulado una cantidad de dinero C.

. Lacantidad total que se obtiene al cabo de t afios, a un interés i, con cuotas mensuales de M

M-(L+ r)[(1+ ryt2 —1]

r

euros cada una, es C = , siendo r la tasa mensual en tanto por 1.

Nota: Esta formula debe adaptarse si las cuotas no son mensuales. Ver Problema 21.

Ejemplo:
Si se ingresan 150 € mensualmente, durante 25 afios (300 meses) a un interés nominal del 3 % (esto

es, r= % =0,0025 —» 1 +r=1,0025), la cantidad acumulada al cabo de esos 25 afios sera:

300
1501,0025(1,0025° ~1) 1504 00251,115019558
0,0025 0,0025

C= =67068,43 €.
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5. Un paso adelante: uso de logaritmos

Si depositas una cantidad Co en un banco, a una tasa de interés anual r (en tanto por uno), al cabo
de t afios, tienes acumulado un total de C, =C,(L+r)".

Asi, en paginas anteriores se ha visto que un capital de 20000 €, al 6 % anual, se convierte al cabo
de 8 afios en Cg = 20000-(1+0,06)® = 31876,96 €.

En este contexto podriamos plantearnos otras cuestiones, como:

« ¢Cuanto tiempo tiene que pasar para que el capital inicial se doble? (Alcance los 40000 €).

« ¢Cual debe ser el tipo de interés para que, en esos 8 afios, el capital acumulado se doble, o se
triplique?

Para dar respuesta a esos problemas se necesita aplicar logaritmos; y resolver ecuaciones en las que
intervengan los logaritmos.

Logaritmos: un repaso
El logaritmo de un nimero x, en una base a, es otro nimero b al que hay que elevar la base para que

dé x. Con simbolos matematicos se define como sigue: log, x=b < a° = x.

Observaciones:
1. log, x se lee logaritmo en base a de x, y significa que al nimero x se le asocia otro b que cumple

de que a” = x. Se trata, pues, de una transformacién relacionada con la potenciacion de base a, en
la que “a cada niimero x se le asocia el exponente b preciso para que a° = x”.

Por ejemplo, log,,1000 =3, pues 10° =1000 . Al revés, como 10 =0,01 = log,,0,01=-2.

2. La base a debe ser positiva y distinta de 1. Las bases usuales son a =10y a = ¢, siendo ¢ el
numero de Euler: e =2,7182... A los logaritmos en base 10 se les llama decimales o logaritmos
comunes; los logaritmos en base e se llaman neperianos o naturales. Ambos se pueden hallar con la
ayuda de una calculadora, con las teclas y , respectivamente; y no es necesario especificar
la base. Asi, log,, 2500 = log 2500 = 3,397940 ,y log, 325 =In 325 =5,783825 .

3. El logaritmo de los numeros reales menores o iguales que 0 no esta definido, no existe. Esto es,
log(—1000) carece de sentido. En estos casos, la calculadora da un mensaje de error.

Ejemplos:
a) Aplicando la definicion puede verse que:
l0g216 = 4, pues 2 =16;  logs 25 = 2, pues 52 =25;  logio 100 = 2, pues 102 = 100;

log1=0, pues 10°=1; log 0,001 =log 10°=-3;  log 10" = n, para todo n;
Ine®=5; In e" = n, para todo n.

b) Con calculadora:
log 87 =1,939519...; In 10 = 2,302585...; log 0,00003 =~ —4,5229 ;
In 0,9 ~ —0,1054: log (~6) = ERROR: In 0 = ERROR.

Antilogaritmo
Es la transformacidn inversa del logaritmo. Esto es, si logaritmo de A = b, entonces antilogaritmo de

b = A. Con simbolos: log A=b < antilog b = A.

En algunas las calculadoras se indica log y se halla pulsando, sucesivamente, las teclas SHIFT y
log. (El antilogaritmo neperiano, In, pulsando SHIFT In).

Ejemplos:

a) antilog 3 = 1000; b) antilog 2,5 = 316,227766; c) antilog (-0,2) = 0,630957344.
(Escribo todos los nimeros que aparecen en loa calculadora para que puedas comprobarlo).
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¢ Como se opera con los logaritmos?

Cuando haya que realizar operaciones con logaritmos o calcular el logaritmo de expresiones en las
que los numeros estén sujetos a cualquiera de las operaciones habituales, pueden utilizarse las
propiedades que se indican a continuacion, en donde A, B y n son nimeros o expresiones
algebraicas.

1. log, (AB)=log ,A+log,B 2. log, A" =nlog,A 3. IogagzlogaA—logaB

El logaritmo transforma productos en sumas; potencias, en productos; cocientes, en restas.
(Si necesitas recordar mas).

Ejemplos:
a) log 50 + log 20 = log (50 - 20) = log 1000 = 3. b) log(8x)=log8+log x.
c) log(1+0, 05)t =t-log(1+0,05).  — Si se sabe que log(1+0, 05)t =3 = t:log(1+0,05)=3 =

.3 3
log,05 0,021189299

=141,5808985.

d) Iog(XS):8-Iogx. — Si se sabe que Iog(xs): 2=>8logx=2= Iogx:§:> logx=0,25 =
= x=log™"(0,25)=antilog (0, 25) =1,77827941.

e) log(1+ r)5 =5log(1+r). — Sise sabe que log(1+ r)5 =0,3=51log(1+r)=0,3 =
= log(1+r)= % =0,06 = 1+r=log™(0,06) =antilog (0,06) =1,148153621 = r ~ 0,14815.

Aplicando logaritmos a problemas de interés
« Primer reto:
A una tasa de interés anual r, ¢cuédnto tiempo tiene que pasar para que el capital inicial se doble?
— Para el caso de un capital de 20000 €, al 6 % anual, que pase a ser de 40000 €.
Hay que resolver la ecuacion: C(t) =20000-(1+0,06)" =40000 — simplificando: (1+0,06)' =2.
Aplicando logaritmos:

log (1+ 0,06)t =log2 = t:log(1,06)=log2 = t= log2 _ 0,301029995

log1,06 0,025305865

Un capital de 20000 €, al 6 % de interés (compuesto) anual, se duplica en 11,9 afios; poco antes de
los 12 afos. (No he redondeado los logaritmos para que lo compruebes por tu cuenta).

Puede comprobarse que si t = 11,9, C(11,9) = 20000-(1+0, 06)**° =40010,11, algo més del doble.

11,9 afos.

« Segundo reto:
¢Cual debe ser el tipo de interés para que, en esos 8 afos, el capital acumulado se doble?
En este caso, hay que encontrar r, para que:

C(8) =20000-(1+r)® = 40000 — simplificando: (1+r)®=2.
Aplicando logaritmos:
log2 0,301029995

8 8

log (1+ r)8 =log2 = 8log(1+r)=log2 = log(1+r)= =0,037628749.

Aplicando antilogaritmos:
log(1+r)=0,037628749 = 1+r =antilog(0,037628749) = 1 + r = 1,090507733

Luego r ~ 0,090507733; lo que supone un tipo de interés del 9,0507733 %; redondeando, 9,05 %.
Tambien puede comprobarse. A un tipo interés del 9,05 %, 20000 €, se convierten en 8 afios, en:

C(8) = 20000-(1+0,0905)® = 2000011, 0905)8 = 2000011, 999886549 = 39997, 73 €, casi el doble.
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Ejercicios finales
Para afianzar estos conceptos pueden proponerse los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1
Se sabe que un empresario destina anualmente 5453,70 € para amortizar una deuda de 35000 €, a un
tipo de interés nominal del 9 %. ;Cuéantos afios son necesarios para ello?

Solucion:
t
Sustituyendo en la expresion a = D(L:)r los valores dados, se tiene:
(1+r) -1
t t
453,70 33000(1+0, ot9) 0.09 o0 3150-(1,t 09) _
(1+0,09) -1 (1,09) -1
= 5453,70{ (1,09)' ~1|~3150(1,09)" = 5453,70(1,09) ~5453,70 = 3150(L,09)' =
= (5453,70-3150)(1 09)' =5453,70 = 2303,7{(109)' =5453,70 = (1,09) = 52435;;770

= (1,09)' =2,367366 = log(1,09) =log(2,367366) = t-log(L 09)=log(2,367366) =
_ log(2,367366)

=10 — Son necesarios 10 afios.
log(1,09)

Ejercicio 2

Un banco concede créditos hipotecarios a un tipo de interés nominal del 4 %, durante 15 afios. Una
familia puede ahorrar 700 € al mes para pagar un crédito. ;Cuél seré la méxima cantidad que puede
pedir prestada?

Solucién:

Se sabe que: a =700 €; t = 15 afios, 180 meses; tasa mensual, r = % =0,00333...

Sustituyendo en la expresidn anterior esos valores:
D(1+0,00333...)*’.0,00333... _ D0,006068 _ 7000,820301

700 = 180 = 700=———— = D=———"—=94.629,32
(1+ 0, 00333,_,) -1 0,820301 0,006068

Podria pedir un maximo de 94629,32 euros.

Ejercicio 3

Una persona suscribe un plan de pensiones para su jubilacion. El banco le ofrece un 3 % de interés
nominal. Esa persona tiene ahora 35 afios y supone que se jubilara a los 65. Si desea disponer de
una cantidad de 100000 € al jubilarse, ;cuanto deberd aportar mensualmente?

Solucion:

12t
Es un ejercicio similar al anterior. Aqui aplicaremos la formula C = M+ r)[(1+ ") 1]

, que es

una variacion de la anterior.
Con los datos que se tienen: t = 30 afios, 360 meses; r = 0,03/12 = 0,0025 =

360
M-1.0025) 0025 1] M 1460484
0,0025 0,0025
~100000-0,0025
~ 1,460484
Deberéa aportar 171,18 euros al mes.

100000 =

=171,18.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. ;Cual es el porcentaje de subida o de rebaja en cada uno de los siguientes supuestos?

a) Cristina ganaba 1580 € y le han subido a 1619,5 €. ;Qué porcentaje le han subido?

b) Antonio viene muy contento porque una bicicleta que valia 680 € la ha conseguido, rebajada, por
374 €. ;Qué porcentaje le han rebajado?

c¢) Carmen ha comprado un frigorifico que valia 1420 € pero le han rebajado 120 €. ;Qué descuento
le han hecho?

2. El sueldo de los trabajadores de una empresa va a subir un 2 %.
a) Indica los sueldos que percibiran tres trabajadores que ganan 3200, 1800 y 780 €.
b) Un trabajador gana después de la subida 2040 €. ;Cuanto ganaba antes?

3. Los trabajadores de una empresa han tenido un aumento lineal de 100 € (a todos le han subido el
sueldo 100 € al mes). Indica el aumento porcentual correspondiente a los siguientes sueldos
mensuales: 3200, 1800, 780, 2000 euros.

4. Las rebajas anuncian un descuento del 40 %. Indica los precios rebajados de
articulos cuyo precio actual es 100, 200, 32 'y 40,40 €.

5. Un comerciante marca sus productos un 40 % maés caro de lo que le cuestan.
Después anuncia que todos sus productos estan rebajados un 14 % sobre el precio
marcado. ¢Cudl es su porcentaje de ganancias? ¢ Cuanto gan6 un dia que ingresé
1200 € por ventas?

6. Un taller de reparacion de automoviles sube los precios un 20 %, pero al cabo de un tiempo,
decide bajarlos el 15 %. ¢Cuél es el porcentaje de variacion entre el primer y ultimo precio?

7. Una empresa familiar comercia productos agricolas (venta por Internet). EI primer afio tuvo
45000 € de ingresos por ventas; el segundo afio aumento sus ingresos en un 170 %; y el tercer afio,
volvieron a subir sus ingresos en un 48 %. ¢ Cuales fueron sus ingresos en el segundo y tercer afio?
¢Cual ha sido el porcentaje acumulado del crecimiento por ventas al final del tercer afio?

8. En la siguiente tabla se da la evolucién de los AFo 2009 12010 | 2011 [ 2012 | 2013

precios (en €/kg) de dos productos de consumo, Aoz 0.70 | 0.75 [0.85 | 1,05 | 1,00

arroz y garbanzos, durante cinco afios. Expresa la

evolucidon en niimeros indice. Garbanzos | 0,95 | 0,90 1,10 | 1,50 | 1,70

9. El nimero de automdviles fabricados en Espafia en los afios que se indican se da en la siguiente
tabla.

Afo 2014 2015 2016 2017 2018
N.° de automoviles | 2405597 | 2742316 | 2894230 | 2844678 | 2831320
Fuente: INE.

a) Expresa esos valores en nimeros indice, tomando como referencia el afio 2014.
b) Halla también la tasa de variacién interanual en porcentajes.

10. El nimero de nacimientos en Espafia en los afios que se indican fue:

Afio 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
Nacimientos | 471.999 | 454.648 | 425.715 | 427.595 | 420.290 | 410.583 | 393.181 | 369.302
Fuente: INE.

a) Expresa esos valores en nimeros indice, tomando como referencia el afio 2011.

b) Halla también la tasa de variacion interanual en porcentajes.
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11. Calcula el capital acumulado por 1500 euros durante 6 afios a una tasa anual del 4 % a interes
compuesto:
a) Anual. b) Trimestral. c) Mensual. d) Continuo.

12. ;Cual es la TAE correspondiente a un 8 % de interés nominal si los intereses se abonan
mensualmente?

13. La poblacion de una determinada region crece anualmente a un ritmo del 2 %. Si actualmente
tiene 750000 habitantes, ¢cuantos afios han de pasar para que llegue a tener un millon?

14. En los primeros dias del verano una determinada especie de mosquitos crece diariamente a un
ritmo del 30 %. Si el primer dia habia 2000 mosquitos, ¢cuédntos dias han de pasar para que lleguen
a1 millén?

15. El 10 % de los lavavajillas que vende una determinada marca se estropea anualmente (esto es,
de cada 100 lavavajillas que se venden, se estropean 10 el primer afio; de los 90 restantes, se
estropean 9 el segundo afio; y asi sucesivamente).

a) ¢Cuéantos lavavajillas funcionaran bien al cabo de 5 afios?

b) ¢Cuanto tiempo ha de pasar para que queden en funcionamiento menos del 25 % de los
lavavajillas vendidos?

16. Supongamos que el valor de mercado de un automovil baja anualmente en un 15 %.
a) ¢Cual sera su valor al cabo de 4 afios?
b) En cuantos afios su valor sera inferior al 40 % de lo cost6 nuevo?

17. Una empresa informatica multiplicé por 37 su facturacion en 5 afios. Si suponemos que el
crecimiento se dio de manera uniforme (con crecimiento porcentual igual afio a afio), ¢cudl fue su
porcentaje de crecimiento anual?

18. Una motocicleta vale 3500 €. El vendedor facilita su adquisicion a particulares financiando su
compra a un tipo de interés nominal del 12 %, y permite su pago en 24 cuotas mensuales (la primera
mensualidad se paga justo un mes después de la adquisicion de la moto).

¢A cuanto ascendera la cuota mensual?

DA+r)"r

@+r" -1

« En este problemay en los que siguen puedes utilizar herramientas informaticas.

Dato: La férmula que da la amortizacion mensual es a =

19. Una familia suscribe un préstamo hipotecario de 120000 euros. El banco les ofrece dicha
cantidad a un 3,2 % anual por un periodo de 15 afios. ¢ Cuanto deberan amortizar mensualmente?
(Dato: formula del problema 18).

20. Para amortizar una deuda de 27000 €, a un tipo de interés nominal del 6 %, se abonan
anualmente 4347,97 €. ;Cuantos afios son necesarios para ello? (Dato: formula del problema 18).

21. Una empleada de banca suscribe un plan de ahorro en las siguientes condiciones:
Ingreso trimestral de 400 €; durante 25 afios; a un interés anual del 5 %.
¢ Qué cantidad tendra al cabo de esos 25 afios?

AL+ r)[(1+ r)*t —1}

r

Dato: C = ; A es la aportacion periddica.

WWW.Mmatematicasjimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° CCSS. ALGEBRA. Tema 6: Porcentajes y aplicaciones...

82

22. Si se aportan 3000 € anuales a un plan de ahorro, durante 10 afios y a un 6 % de interés anual,
¢cuanto dinero tendrd el depositante al final de ese periodo de tiempo? (Puede suponerse que los
ingresos se hacen el dia 1 de enero, desde 2019 a 2028; y que el dinero se retira el dia 31 de

diciembre de 2028). (Dato: adapta al caso la formula del problema 21).

23. ¢Qué anualidad habra de colocarse al 4 % de interés compuesto para reunir en 5 afios 15000
euros? (Dato: adapta al caso la formula del problema 21).

HERRAMIENTAS INFORMATICAS: EXCEL

El programa Excel facilita todo tipo de calculos. Aqui lo vamos a utilizar para hallar la
cuota de amortizacion de un préstamo.

+ Lafdrmula que da la amortizacién mensual es a =

D@A+r)"

T dondeDesla

1+n" -1
deuda inicial, r la tasa mensual y n el nUmero de meses.
Esta férmula puede programarse en Excel como sigue:

=(B2*({[1+(B3/B5))~(BA*B5))*(B3/B5))/({(1+(B3/B5) )}~ BA*B5))-1)

c2 v 2
A B C D
1 Célculo de la amortizacidn
2 |Deuda, D 20000| 497,7008475 1|
3 |Interés, i (tanto por 1) 0,09
4 |afios, t 4
5 |periodos anuales (meses =12) 12

E

Hay que situarse en C2 y escribir
la férmula que se indica.

Los ndmeros pueden cambiarse,
adaptandolos al problema

Para amortizar una deuda de 20000 € en 4 afios, a un interés del 9 %, mediante pagos mensuales, se
obtiene una cuota de amortizacion de 497,7008475 €.

El proceso del pago de la deuda es el que se indica a continuacion (doy solo unos pocos meses):

A B iz D E F G
Deunda inicial | Deuda al cabo ... | Pendiente tras |Capital amortizado |Intereses pagados
Amortizacion o
Mes:n| encada de un mes amortizacion: Bl £5€ MEs: £N 5 mes:
periodo: Bn | Bnx 1,0075 | 497 70€ Cn—497.70 497 70 — Gn Cn—Bn
1 20000 20150 497,7008475 19652,29915 347,7008475 150
2| 19652,29915( 19799,6914 | 497,7008475 19301,99055 350,3086039 147,3922436
3| 19301,99055| 19446,75548 | 497,7008475 15949,05463 352,9359184 144,7649291
4| 18949,05463| 19091,17254 | 497,7008475 18593,47169 355,5829378 142,1179097
5| 1859347169 18732,92273 | 497,7008475 18235,22188 358,2498098 139,4510377
6| 18235,22188( 18371,98605 | 497,7008475 17874,2852 360,9366834 136,7641641
F| 17874,2852| 18008,34234 | 497,7008475 17510,64149 363,6437085 134,057139
8| 17510,64149( 17641,9713 | 497,7008475 17144, 27045 366,3710363 131,3298112
9| 17144,27045| 17272,85248 | 497,7008475 16775,15164 369,1188191 128,5820284
| 10| 16775,15164| 16900,96527 | 497,7008475 16403,26443 3718872102 125,8136373
11| 16403,26443( 16526,28891 | 497,7008475 16028,58806 374,6763643 123,0244832

Nota: El uso de Excel requiere un estudio previo. No debe ser exigido a este nivel, pero hay que
saber leer la secuencia de datos que se genera. (En la linea azul se indica el proceso seguido; Bn
indica los nimeros de la columna B; asi: B1 = 20000; B2 = 19652,29915; ...
Observa que B(n+1) = En; asi: B4 = 18949,05463 = E3.
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