U.A.H. Limites y continuidad de funciones 1

Tema 3. LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Limite de una funcién en un punto

Vamos a estudiar el comportamiento de las funciones

f(x)=x*-3 g(x) = ENT[x] h(x) :é i(x) =

X—2

x> -4

en el punto x = 2.

Para ello, damos a x valores proximos a 2 y calculamos los valores que toma la respectiva funcion.
. Para f(x)=x*-3

X— 2" 2"« x

X: 1,9 1,99 1999 |... ...| 2001 201 | 21

f(x) 0,61 | 0,9601 | 0,996001 | — 1 « | 1,004001 | 1,0401 | 1,41

Tanto para valores menores que 2 como para mayores que 2 (en ambos
casos proximos a 2), la funcion toma valores muy proximos a 1. (Véase la ¥
figura adjunta.)

En este caso, Iin;(x2 -3)=1. ! A
X—
Observa que la funcion esté definida en x = 2 y que el limite en ese punto \/2
+

coincide con su valor de definicion.

Fi=7=3
« Para g(x) = ENT[x] (La parte entera de x se define como el nimero
entero inmediatamente menor o igual a X.)

X —> 2" 2"« X

X: 1,9 1,99 1999 |... ...| 2001 201 | 21

g(x) 1 1 1 — 7« 2 2 2

Para valores cercanos y menores que 2, la funcion toma el valor 1;

para valores cercanos y mayores que 2, siempre vale 2. (Véase la 4

figura adjunta.) 3

En este caso, Iirr21 ENT[x] no existe.
X—>

Observa que la funcion esta definida en x = 2 y sin embargo no
tiene limite en ese punto.

1
=
Pl
L
I

« Para h(x) = iz
X_

X— 2" 2"« X
X: 1,9 1,99 1999 |... ...| 2001 201 | 21
h(x) -30 -300 -3000 |[—¢?<« | 3000 300 30
Para valores cercanos y menores que 2, la funcion toma valores y

grandes y negativos; para valores cercanos y mayores que 2, la
funcion toma valores cada vez mas grandes. (Véase la fig.)

e
¥l=—
En este caso, I|'mi no existe. s xed X
Observa que la funcidn no esta definida en x = 2 y que tampoco I

|

|

|

|

x>2 X —2 |
|

tiene limite en ese punto. :
|

1
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. X—2
« Para i(x) =
(x) N
X— 2 2" X
X: 1,9 1,99 1,999 2,001 | 2,01 2,1
i(x) 0,2564 | 0,2506 | 0,25006 | — 0,25 «— | 0,24994 | 0,2494 | 0,2439
Para valores proximos y menores que 2, la funcion se acerca cada I y
vez mas a 0,25; y lo mismo hace para valores proximos y mayores
que 2. (Véase la figura adjunta.) x=2
x_2 0 T
En este caso, IXer; N =0,25. | ik .
Observa que la funcién no esta definida en x = 2 y sin embargo -2 1
tiene limite en ese punto. !
I
Definicion de limite de una funcién en un punto |

A la vista de los ejemplos anteriores, concluimos:

(1) Para la existencia del limite de una funcion en un punto a no importa que la funcion esté o no
definida en ese punto.

(2) Lo que importa son los valores que toma la funcidn en un entorno de ese punto a.

(3) Existira el limite, y su valor sera I, cuando todos los puntos proximos a a se transforman,
mediante la funcion, en puntos proximos a l. Esto es, si x; esta cerca de a, entonces f(x;) esta

cerca de I. (\Vease la figura adjunta.)

Con mas precision: e

(4) Existira el limite de f (x), cuando x — a, y su valor sera |, si para [ E— N
cualquier entorno de I, E_(I), puede encontrarse otro entorno de a, Six) }_ £ I
E,(a), de manera que todos los valores de x € E5(a) se transforman, - | 5
mediante f(x), en puntosde E_(l). a %

O con simbolos:

lim f(x) =1 < Ve>0,38>0 |vx,0<[x-a]<d=|f(x)-I|<e

X—a

Esta expresion se lee asi: “limite de f(x) cuando x tiende a a es igual a I”, equivale a decir que

“para todo nimero épsilon mayor que cero, existe un nimero delta, también mayor que 0, tal que
para todo x que cumpla que su diferencia con a, en valor absoluto, sea mayor que 0 y menor que
delta, se cumple que la diferencia entre f(x) y I, también en valor absoluto, es menor que el

numero épsilon elegido”.

La condicion, 0 < |x — a| , indica que x no toma el valor a, pues en tal caso x —a = 0.
La condicion, |x—a| <&, indica que x € E;(a).
La conclusion, |f (x)—I| < &, significa que f(x)eE,(I).
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Limites laterales

En la definicion de limite no se distingue entre las posibilidades x < a o x > a, pues al escribir
0< |x - a| < ¢ resulta indiferente: lo Gnico que se pide es que x este proximo a a.

No obstante, algunas veces conviene distinguir si X — a por la izquierda (siendo x < a), que se
escribe x = a~; 0 si X — a por la derecha (siendo x > a), denotado por x — a”.

Esta distincion da lugar al estudio de los limites laterales.

A lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda.

X—a

A lim f(x) se le llama limite lateral por la derecha

x—a*

Observacion:
Este estudio tiene interés cuando:

1. Lafuncidn esta definida a trozos y se quiere calcular el limite en alguno de los puntos de unién de los diferentes

trozos.

2. Lafuncidn tiene asintotas verticales y se quiere calcular la posicion de la curva respecto a ellas.

Pues bien, para que exista el limite de una funcidn en un punto es necesario que existan los limites
laterales y que sean iguales. Esto es, para que exista lim f(x) =1 es necesario que
X—a

lim f(x) = Iim+ f(x)=1I.

X—a~ X—a

Ejemplo:
2 -
. I . X7, six<l
Para estudiar el limite de la funcion f(x) = ) <
2—-X, six=1

punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales.
Por la izquierda: lim f(x) = limx* =1

x—1" x—1"

Por la derecha: lim f(x)=Ilim(2-x) =1
x—1* x—1*

Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale 1.
Algunas propiedades de las operaciones con limites

Si lim f(x) = Ay limg(x) = B, con Ay B finitos, entonces:
X—a X—a

1) le'rT;(f (X) £ g(x)) = limf (x)% limg(x) = A+B;

X—a

2) tim(f (-9(9)=( Iim 1 00 }{ lim g() | = AB:

lim f(x)
3) lim ) _oa T _A (g
x>ag(x) limg(x) B

4)Si f(x)>0, Ixiir;(f(x)g(x)): (mf(x)lx":’ag‘”) = AP

5)Si f(x) >0, lim(log, f (x))= |ogb(|xu'n; f(x))=log, A

nel

1) El limite de una suma es
igual a la suma de los
limites.

2) El limite de un producto
es igual al producto de los
limites.

3) El limite de un cociente
es igual al cociente de los
limites.

4) El limite de una potencia
es igual a la potencia de los
limites.

5) El limite de un logaritmo
es igual al logaritmo del
limite.

Estas propiedades se aplican en ambos sentidos (de izquierda a derecha o de derecha a izquierda),

seglin convenga.
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Calculo practico de limites

En la practica, la mayoria de los limites se hacen aplicando las propiedades anteriores. Cuando esas
propiedades sean insuficientes se recurrira a otras reglas algebraicas de calculo: simplificaciones,
extraccion de factor comun, operaciones con potencias y raices... (Mas adelante recurriremos a la
conocida regla de L"Hdpital, dando asi entrada al calculo infinitesimal.)

Casos inmediatos
Como sabes, si f(x) es una funcion usual (polindmicas, racionales, logaritmicas, etc.) y esta

definida en el punto x = a, suele cumplirse que: lim f(x) = f(a).
X—a

Esto es: para calcular el limite se sustituye en la funcion el valor al que tiende la x. Asi,
lim(x* -3)=2°-3=1.

X—2

Igualmente:

a) lim X+1 2+1 _3: b) Il’m\/zxz _1=\/2.52 -1=449=7;
X=2 X — ]_ 2 1 x5

c) lim2* =2° =1; d) lim(In(x* ~2)) =In3* ~2) =In7
X0 x—3

Esto no es asi en el caso Ilmi2 pues la funcion f(x) = % no esté definida en x = 2.
X

X—2 X —

Observacion: Las funciones que cumplen que lim f (x) = f(a), se llaman continuas.
X—a

Limites de funciones racionales cuando x — a. Indeterminacion 0

P(x)

Las funciones racionales son de la forma f(x) = Q— siendo P(x) y Q(x) polinomios. El Gnico

(x)

caso de limite no inmediato es cuando da lugar a la indeterminacion % . Esto es, cuando P(a) =0y

Q(a) =0, pues “mQEx; [g}

Este caso puede resolverse simplificando la expresion inicial, pues si P(a) =0y Q(a) =0, se
verifica que P(x) = (x—a)P,(x) y Q(x) = (x—a)Q,(x), de donde el cociente
PO) _ (x-—a)R(x) _ A(X)
Q(x)  (x—a)Qu(x) Qu(x)
Luego: lim——= PX) P} lim (x72)R () = lim R()
x-aQ(x) |0 Ha( —a)Qu(x) »aQy(x)
Si el dltimo limite no resulta inmediato se aplica nuevamente la regla anterior.

Observacion: El teorema del factor dice: Para un polinomio P(x), si P(a) =0 < x —a es un factor
de P(x) & P(x)=(x—a)P,(x). El polinomio P,(x) se obtiene dividiendo.

E'|empI0'
El Im; 24 , que no resulta inmediato, puede resolverse asi:
X—> X
x=2 _|0]_ X/~ 2 T S S
x-2x? -4 |0 »2(Xx-2)(x+2) x2x+2 2+2 4

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

U.A.H. Limites y continuidad de funciones 5

El caso E

T .k . k .
Cuando al hacer cualquier limite aparezca la expresion 0 (esto es, lim f(x) = 6)' se pondra que el
X—a

valor de ese limite es infinito. Esto significa que aunque el limite no existe, el valor de la funcion se
hace tan grande como se quiera, infinitamente grande.

En estos casos es conveniente estudiar los limites laterales en el punto, pues con frecuencia se
obtienen signos distintos para el infinito.

Observacion:
Cuando lim f (x) =, la funcion f(x) tiene una asintota vertical en x = a: la recta x = a.

X—a

Ejemplos:
a) lim 3;( -l F} = o0. También lim 3;( -1 [_—7} =0
w2x -4 |0 o2 X5 —4 0

b) Igualmente, para h(x) = % , que no esté definida en x = 2, cuando x — 2 se tiene que

lim—>_ {ﬂ:w. i
x-2x—-2 |0

Si en este caso se estudian los limites laterales se tiene:

— por la izquierda:  lim 3 = —0 — por la derecha: lim 3 =40 =]
x52" X — 2 x>2" X — 2 -
El signo + o — se decide por los signos del numerador y denominador.
Geométricamente, estos resultados indican que la curva asociada a la funcion se va
hacia —oo por la izquierda de 2; y hacia +o por la derecha de x = 2. (Esto equivale a
decir que la recta x = 2 es una asintota vertical.)
. : 0 k : -0
Observacion: Es frecuente confundir los casos — y o El primero vale O: M < Oentre algo = 0.

. ... 0 . .
La indeterminacion 5 en funciones con raices

: . . ... 0
En las funciones con radicales, cuando se presenta la indeterminacion o puede resolverse de dos

formas:

1. Descomponiendo en factores y simplificando, como para las funciones racionales.

2. Multiplicando y dividiendo la funcion dada por la expresion conjugada de alguno de sus
términos. A continuacion se opera y simplifica.

Observaciones:

Como las funciones con radicales de indice par no estan definidas para valores negativos del
radicando habra que tenerlo en cuenta al plantear y resolver los limites. Asi, por ejemplo el

Il'ng ,/% solo puede plantearse por la derecha de x = 3, pues f(x) = ‘/LB no esta definida
x>3 | X — X—

_ i . e / X .
cuando x — 37. Por tanto, este limite habria que plantearlo asi: lim ~_3 y su valor seria oo.
X_

x—3"
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a) lim X — 3 / X—3 / \/7
-3\ x? —2x 3 (x— 3)(x+1) X+1

b) Para la misma funcidn, el limite Ilml‘/f3 solo puede calcularse por la derecha, cuando
X— X - X_

+

X—-1".
24/x =2 H_ n@x-@Vx+2) | 4(x-D)

A =

c) lim
x—1 X -1

4 1
=lim =

x-1 (X + 1)(2\/_ X + 2) 2

oL (X —)(2Vx+2) 1 (X=X +D(2VX+2)

Limite de una funcién cuando x - «
Antes de estudiar estos limites conviene recordar algunos resultados de las operaciones relacionadas
con el infinito.

00 + 00 = 0] — 00 — 00 = — 0] [0 — o] es indeterminado
wot+tk=00; —0+k=-o0; (+K) - 0= o0; (-K) - 0o=—o0;
00 + 00 = 0] 0 + (—00) = — o0; o /[ (£ K) = too; 1k / (x0) = 0;
o0 = oo o™ =0: [0/ oo] es indeterminado

En todos los casos + k indica un namero positivo fijo (— k, negativo); y cuando se escribe oo sin
signo, se supone positivo.

Limite finito de una funcién cuando X — o«

La funcion f(x) = ZX—_SI tiende a 2 cuando X — oo.
X+

Efectivamente, si x = 1000, f(1000) = 1,983; si x = 10000, f(10000) = 1,9995.

Se escribe, 1im 2x-1_,
x—>+0 X + 8
&
La definicion precisa es la siguiente: I“(i_fj_”___“_{gf__ﬂ
lim f(x)=1 < Ve&>0,3k(grande) |V x>k = [f(x)-I|<e ~ :
(Para valores de x > k la funcion no sale de la franja marcada.) k=

Si X — —oo la definicion es analoga:
lim f(x)=1 < V&>0,3k(grandey negativo) | Vx<k = |f(x)-Il<e

X—>—00

Observacion:
Si lim f(x) =1 se concluye que la rectay = | es una asintota horizontal de la curva y = f (x).

X—00

Ejemplo:
. . . 2x-1 . )
Como se ha visto anteriormente, lim 5 2. Por tanto, la recta y =2 es una asintota horizontal
X—>+00 X +
2x-1
de f(x)=
X+8
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Limite infinito de una funcién cuando x — o
2

La funcion f(x) = >—

X .
toma valores cada vez mas grandes cuando x

— oo, Efectivamente, si x = 100, f(100) = 101,03; si x = 1000, f(1000) = r
1001,003.
: . X2 =2x \J
Se escribe: lim = 400
X—>+00 X —

La definicion precisa es la siguiente:
lim f(x)=+0 < Vp(grande),3q(grande) |Vx>q = f(X)>p

X—>+00

El resultado de estos limites muchas veces resulta inmediato, pues para calcularlos basta con
sustituir y aplicar las operaciones con el infinito.

Ejemplos:
a) lim(x* =5x+17) = lim(x(x=5+17/x)=00  b) lim (x* +3x* —2x +5) = —0
c) lim (In(3x +8)) = +o0 d) Iim ¥/x® -2x = —0

X——00

, . . . . ., o0
Limites de funciones racionales cuando x = . Indeterminacion [—}
o0

Si P(x) y Q(x) son dos polinomios, al calcular lim P se obtendria la expresion indeterminada

o> Q(x)

{2} ; N0 obstante se resuelve muy facilmente, pues su valor depende de los grados de P(x) y Q(x):
e 0]

— Si grado de P(x) > grado de Q(x), lim EX; +o0
X—>+o0 X

— Si grado de P(x) = grado de Q(x), ILTOO (ZEX; = z—”, siendo a, y by, los coeficientes

principales de P(x) y Q(x), respectivamente. n

— Si grado de P(x) < grado de Q(x), XILTOO ng
Un procedimiento para justificar estos resultados consiste en dividir el numerador y el denominador
d_e Ia} funcién dada por la mayor potencia de x presente en la expresion, como se hace el ejemplo b)
siguiente.

0

Ejemplos:
—3x2+4x 3+4
i —3x? 2 V2 ToT
a) Iim =2 _g b) lim =X =iy X2 gy x 3
x>0 2% —100 o 2843 o 268 3 ow, 32
A +—
x? X2 X
°— 4
0 Im X"l i d) lim— 4+ -
x>+ 5X +19 x>+ X2 — 2X + 43
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. . ., o8] . .

La indeterminacion | — | en funciones con raices
0

0

En las funciones con radicales, la indeterminacion [ } puede resolverse aplicando la comparacion

o0
de grados, teniendo en cuenta que al aparecer raices los exponentes pueden ser fraccionarios.

Ejemplos:

N m

=lim

X—0

. x? —3x+1 X2 =3x+1 1 1
a) lim X" 2212 X2 im0 122
4X° +6

e \Jax? +6 Va4
2x2 +3x 3

xon 4% +6 4 2

— 2+—

2x% +3x % 2 2

b) Iim—:{_}zlimx—zlim—xz[—}:w
X—>0 IX3+5X_3 o0 x—>oo—lx3+5x_3 X—>0 X3+5X—3

4

o0

x? X
La indeterminacion [17]. El nimero e

El nimero e se define como el limite, cuando x — + oo, de la funcién f(x) = (1+ lj . Esto es:
X

lim (1+ Ej =e.
X—>+00 X

Aplicando esta definicion y las propiedades algebraicas de los limites, pueden darse otros resultados
relaciones con el numero e. Por ejemplo:

kx kx X
1) Iim(1+1j =g 2) Il’m(l+ij =e 3) Il'm[1+£) =g’
X kx X

X—>+00 X—>+00 X—>+00

Ejemplos:
1 2\ 2" 1 xi(~2) 72
a) lim{1+=] =e®* b) lim{1-=| = lim 1+u =| lim|1+ —g2
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X X—>400 X /(_2)

Comportamiento de otras funciones en el infinito
El limite cuando x — oo de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se calcula
como sigue.

Funciones exponenciales

Ademas de de las propiedades usuales (de la potenciacion) se emplea la siguiente:
lim g(x)

Si f(x)=a’™,cona>0,entonces: lima%™® =a=- flx)=a’
X—0
Tambien es necesario recordar como son las graficas de las az1 | 0=a<l
funciones exponenciales. !
[ I

Ejemplos:
a) lime*? =e"™ =4 b) lim2* =2~ =0

X—>+00 X—>—00
c) lime* =e™ = d) lime™X =e™ =0

X—>—00 X—>to0

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

U.A.H. Limites y continuidad de funciones 9

Funciones logaritmicas
La propiedad particular que puede aplicarse aqui es: lim(log, f (x))= Ioga(!im f(x))

Ejemplos:
a) lim Iog[lo—xj= Iog[ lim 10_xj =logl0=1
X+5

X—>+00 X—+0 X +
2X 2X
b) Iim In =In| lim =In(0") = -0
) X—>+00 (XZ +1j (x—wroo X2 +1j ( )

Funciones trigonométricas
En ningln caso existen los limites en el infinito. Esto es: lim sinx, lim cosx y lim tanx no

X—>+o0 X—>+o0 X—>+o0

existen, ya que dichas funciones son periddicas (repiten indefinidamente su comportamiento.) Para
funciones compuestas hay que determinarlo en cada caso.

Ejemplos:
. sin x . . : .
a) lim —————=0, pues -1 <sin x < 1, mientras que el denominador tiende a .
x>0 X° 4 X +1
b) lim xcos? x no existe. Como 0 < cos’x < 1, f(x)=xcos?x tomara valores entre 0y x.
X—>Fo0

Observacion: Como se dijo en su momento, la funcion f(x) =tanx tiene un comportamiento

e s T .z ,
asintotico cuando x _)§+ kr, k € Z, cumpliéndose que lim tanx=oo. Por tanto, las rectas

x—>E+ krm
2

T , . .,
X= §+ km son asintotas verticales de la funcion.

La indeterminacion de la forma [oo — 0]

Para terminar este apartado de limites vamos a resolver la indeterminacion [oo — o], tanto cuando
X — a como cuando X — .

El procedimiento general consiste en operar la expresion inicial hasta transformarla en otra

expresion no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo {6} 0 [f} . Estas otras formas
o0

se resolverian por cualquiera de los métodos vistos anteriormente.

Ejemplos:
2
a) lim X Xz 1 es una forma indeterminada del tipo [oo — oo].
-3 Xx-3 x° -9

Para transformarla se opera la expresion dada: se hace la resta. Asi:

c(2x X241 ((2x=3)(x+3) x*+1) . (2x*+3x-9 x*+1) _
liml ———-——|=lim - =1lim > -
X-3 x°-9 (x=3)(x+3) x°-9 X“=9 X“ =9

. [ x?+3x-10 {8}
= lim ——|=| = |=>
-3 X° -9 0

2 2 2 2
b) |im(\/X2+X—\/X2—X):[oo—oo]= lim (\/x #x =X _XX\/X + XX _X)
X—>00 X—>00 \/X2+X+\/X2—X
X% +X— X% +X 2X L
= lim = lim = (dividiendo por x) = 1.
oo X2 px 4 xd—x "X p x4 xE - x

X—3 X—3 X—3
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Aplicacion del calculo de limites a la determinacion de las asintotas de una funcion
Las asintotas de una curva son rectas hacia las cuales tiende a pegarse la grafica de la funcion.
Pueden ser verticales, horizontales u oblicuas.

[ [
I | f -
fm:/ U b ~>
| | -7
[
I

Asintotas verticales Asintota horizontal Asintota oblicua

Los criterios para determinar las asintotas de una curva son:
« Larectax = aes una asintota vertical de la curva y = f(x) si lim f(x) =
X—a

. Larectay = b es una asintota horizontal de lacurva y = f(x) si lim f(x)=b.
X—>0

« Larectay = mx + nes una asintota oblicua de la curva y = f (x) si:

. f(x .
|ImL:m,(m¢Oym¢oo); lim (f(x) —mx) =n, (n # ).
Xx—wo X X—>00
Ejemplos:
a) Como se dijo mas atras, la funcion h(x) = 32 que no esta definida en x = 2, e
X— i
[}
. ] . .3 3 i
tiene una asintota vertical en ese punto, pues lim——=| = | = :
x>2x—-2 |0 :
Tambieén tiene otra asintota horizontal, larecta y =0, ya que lim 2" 0. T :2
X—>to0 X — :
b) Las funciones exponenciales suelen tener asintotas horizontales. En concreto, i
f (x) = e* tiene una asintota horizontal hacia —oo, pues lime* =e™ =0. |
X—>—00
: : : . P(x)
« Un caso particularmente frecuente se da con las funciones racionales: con f(x) =——=. Estas

funciones:
— pueden tener asintotas verticales en las raices del denominador: en las soluciones de Q(x) =0.

— tienen asintotas horizontales si el grado de P(x) es menor o igual que el grado de Q(x).
— tienen una asintota oblicua siempre que el grado de P(x) =1 + grado Q(X).

2

Ejemplo:
X% + X

La funcion f(x) = 33 tiene dos asintotas, una vertical (la

recta x = 1) y otra oblicua, la recta y = mx+ n, siendo:

X2 + X
e A 2
m = lim ) _ jj 3 =8y X X _ 1,
oeo X xom X x>»3x° —-3X 3
2
n = lim(f (x) = mx) = lim| XX L oym 222 xel
X—>0 x—o| 3X —3 3 x—>o 33X — 3 3

] 1. 2
La asintota es la recta y = §x +§.
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Continuidad de una funcién en un punto

Una funcidn es continua en un punto cuando el limite de la funcion en dicho punto es igual al valor

de la funcion en él.

La definicion correcta es la siguiente:

f(x)es continuaenel puntox =a < lim f(x) = f(a)
X—a

Esto implica que:
1. La funcion f(x) esta definida en el punto x = a. Esto es, se sabe cuanto vale f(a)
2. Existe el limite en x = a: existe lim f (x) =1

X—a

3. El valor del limite coincide con f(a). Estoes, lim f(x)=1= f(a)

De las cuatro funciones siguientes, solo la primera es continua en el punto x = a

1 2) (3 @)
__ ___'Ki_)‘ i _______ﬂﬂ s "._:“T ) & A0 4
) _ # I.Q-;\'\m /// 'f}’ _______\&75."\\__ p '-_h\f.i! "

a a ; ;

Fx) es oo continua enx = a: fx) es no contita enxy = a:

Fa) no estd definido

Jxhes oo continua enx = &

Hnf () = £ ()

fixlescontitmaeny = a
no exisfe el limifeanx =a

Discontinuidad evitable
Cuando una funcion no es continua de dice que es discontinua. La causa mas comun de la
discontinuidad esta en que la funcion no esté definida en un punto. Asi, por ejemplo, la funcion

f(x) = _x
(x+2)(x-1)
Hay casos en los que la discontinuidad es evitable. Asi sucede para las funciones dadas en las
graficas (2) y (3) de mas arriba.
« Una funcion f(x) tiene una discontinuidad evitable en el punto x = a cuando tiene limite en ese
punto.
En el caso (2) la discontinuidad se evita definiendo f (a) =1.

En el caso (3) la discontinuidad de evita (imponiendo) redefiniendo f(a) =lim f (x).

es discontinuaenx =-2yenx=1.

En el caso (4) la discontinuidad no puede evitarse, pues la gréfica da un salto en el punto x = a.

Ejemplo:
La funcion f(x) = x2— 1 es discontinuaen x =-1yenx =1, pues en
X —_

esos dos puntos no esta definida.
Si se hace el limite en esos puntos, se tiene:

|
|
|
lim X‘lz(—_zj o I 0\
0 2 h o i
|
|
|

x—-1 X2 -1 -
.o x-1 0 . X — .1 1

lim——= =lim————=1im =—.

x->1x“ =1 [0 1 (x=1D(x+1) »1x+1 2

En el primer caso, en x = —1, no existe limite; por tanto, la discontinuidad
no puede evitarse. (Esta discontinuidad se llama de salto infinito).

En cambio, en x = 1 si puede evitarse. Se evita definiendo aparte f (1) = %
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Continuidad lateral

La funcion representada en la grafica (4) puede considerarse continua por la derecha del punto x =
a. En cambio, no es continua a su izquierda.

Una funcion f(x) es continua por la derecha en el punto x = a (en a*) si estéa definida (se sabe el

valor de f(a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)

Una funcion f(x) es continua por la izquierda en el punto x =a (ena”) si esta definida (se sabe el
valor de f(a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)
X—a

Ejemplos:
. X : s
a) La funcion f(x) = Y no es continua en x = —2, pues en ese punto no esta definida. En
X+

consecuencia, tampoco es continua por ninguno de los lados del punto x = -2,

4
b) La funcion f (x) = ENT[x] es discontinua para todo x € Z, pues la 3 —
funcion no tiene limite para ningdn valor entero de x. > —
No obstante, la funcion es continua por la derecha de todo x. Por ejemplo, .|
por la derecha de x = 2, se cumple que XILT ENT[x]=2=ENT[2].
1 2 3 4

En cambio, no es continua por la izquierda de cualquier x entero. Por
ejemplo, para el mismo x = 2, por su izquierda se cumple que lim ENT[x]=1= ENT[2]
X—2~

Propiedades de las funciones continuas
Aunque sea de manera escueta conviene indicar algunas propiedades relacionadas con las
operaciones de las funciones. Estas propiedades son:
Si f(x) y g(x)con continuas en x = a, entonces:
« f(x)+g(x) escontinuaenx=a.
« f(x)-g(x) escontinuaenx =a.
1 : i

—— escontinuaenx=asi f(a)=0.

f(x)
f(x) .
T es continua en a cuando g(a) #0.
g(x

Las propiedades anteriores permiten concluir que la mayoria de las funciones usuales son continuas
en todos los puntos de su dominio. Asi, sin ser exhaustivo puede afirmarse que:

1) Las funciones polindmicas, f(x)=a,+a,x+...+a,Xx", son continuas siempre, para todo
namero real x.

Ejemplos:
Son funciones continuas:

a) f(x) =2 — Las funciones constantes se representan mediante una recta horizontal.
b) f(x) =2-x — La funcion polinébmica de primer grado es una recta.

¢) f(x)=2+3x-x> — La funcién polindmica de segundo grado es una parabola.

d) f(x)=x>—-2x — Todos los polinomios, de cualquier grado son funciones continuas.
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n
Ay +a,X+...+a,X

m
b, +b,X+...+Db, X

2) Las funciones racionales, f(x) = , son continuas en todos los puntos de su

dominio; esto es, siempre que b, +b,x+...+b, x" #0.

Ejemplos:
L 3x — . . , .
a) La funcion f(x)=—; 5 es continua siempre, para todo namero real, pues su denominador
X° +
nunca se hace 0.
x?+3x-1

b) La funcion f(x) = es continua para todo namero real distinto de 1, 2, y -3.

(x—1)(x—2)(x +3)

Para esos tres valores se anula el denominador.

3) Las funciones con radicales, trigonométricas, logaritmicas y exponenciales son continuas en
todos los puntos de su dominio.

(=]

Ejemplos:

a) La funcion f(x) =+v4—x* es continua solo en el intervalo [-2, 2], que es
su dominio de definicion. .

Esta funcion determina la circunferencia x> +y* = 4. ) 0

[

. . . ., X+2 .
b) Las funciones seno y coseno son continua siempre. La funciéon f(x) = T cosx’ por ejemplo, no
—COS X

es continua en los puntos en los que no esta definida, que son x = 2kr.

c) La funcién f(x) = Iog(x2 —1), que esta definida siempre que x ¢ [-1, 1], es continua para todo X
€ (-0, -1) U (1, +x).

1
d) La funcion f(x) = (x —3)e2X+1 es continua en todo R. En cambio, f(x) =e**? no es continua en

= -2, ya que no esta definida en ese punto.

4) Las funciones definidas a trozos seran continuas si cada funcién lo es en su intervalo de
definicidn, y si lo son en los puntos de unidn de los intervalos; para esto Gltimo es necesario que
coincidan los limites laterales.

Ejemplos: 5]
. x*, six<0 .
a) La funcién f(x) = ) es continua en todo R.
0 six>0 : '
-2 0 2
2 ix<
b) La funcion f (x) :{ X%, six<0 es discontinua en x = 0. 21

X=1 six>0
/

<
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2
c) ¢Para qué valores de a las funciones f(x) = {

X%, six<a .
) son continuas?
a+2, six>a

14

El dnico punto que presenta dificultades es x = a. La funcion sera continua en ese punto (que
pueden ser varios, lo que explica el plural “funciones” del enunciado), cuando los limites laterales

coincidan con f(a), que vale a°.

Por la izquierda:
lim f(x) = lim x* =a?

X—a~ X—a~

Por la derecha;
lim f(x)=lim(a+2)=a+2

Como deben ser iguales: a’ =a+2 < a*-a-2=0 =
a=-loa=2

. . X%, six<-1
Sia=-1, lafunciénes: f (x)= )

1, six>-1

X%, six<?2

Sia=2,lafunciones: f,(x)= )
4, six>2

Las graficas de estas funciones son las dibujadas al margen.
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Continuidad en un intervalo

El concepto de continuidad en un punto puede extenderse a un intervalo finito o infinito, abierto o
cerrado. Esto permitira aplicar algunos teoremas importantes propios de las funciones continuas.

Definicion: Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b) cuando es continua para todo
punto ¢ € (a, b).

Ejemplo:

., 1 . .
La funcion f (x) = cosec x = ——— es continua en el intervalo (0, x). Jix)=rcosecx
sen x
Nota: La funcidn cosec x es discontinua en todos los puntos que anulan a |

sen x; esto es, en X = k.

T

Definicion: Una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] cuando es continua para todo
punto ¢ € (a, b) y ademas es continua en a por la derecha y en b por la izquierda.

Ejemplo: fUx)1=seny
La funcion f(x) =sen x es continua en el intervalo [0, =].

Nota: La funcion sen x es continua en todo R.

Teorema 1 (de Bolzano)

Asegura que si una funcién continua en un intervalo cerrado toma signos distintos en sus extremos,
entonces corta al eje en algun punto de ese intervalo.

Teorema de Bolzano: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma valores

de distinto signo en sus extremos ( f (a) <0< f(b) o f(a) >0> f (b)), entonces existe algin
punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Esto es, si la funcion es negativaena ( f(a) <0) y positivaen b ( f (b) > 0), entonces se anula en
algin puntocentreayb (f(c)=0).
Geometricamente, esto significaque si f(a) <0y
f (b) > 0, entonces la grafica de f(x) corta al eje a ;fm T 0
OX en un punto, al menos. (Analogamente si l= c b a C“gf
f(a) >0y f(b)<0).
Desde el punto de vista algebraico, este teorema asegura que si f(a) <0y f(b) >0, entonces la
ecuacion f(x) =0 tiene una solucién entre a 'y b. Esa solucién sera el punto ¢ cuya existencia

afirma el teorema.

A

Ejemplos:
a) La funcion f(x) = x* —3x —1 es continua en todo R, y en particular en el intervalo [1, 2].

Como f(1)=1-3-1=-3<0y f(2)=8-6-1=1>0, puede asegurase que ésa funcion toma el
valor 0 para algun nimero comprendido entre 1y 2. Esto es, existe un nimero ¢, mayor que 1y
menor que 2, tal que f(c)=0.

O sea, existe un nimero que cumple la igualdad 0 =c® —3c—1; o, lo que es lo mismo, la ecuacion

x® —3x—1=0 tiene una solucion que esta entre 1y 2. Otra cosa es encontrar el valor exacto de esa
solucion, pues salvo casos concretos no puede encontrarse; aunque, Como veremos en las
aplicaciones de estos teoremas siempre se puede hallar una buena aproximacion.
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b) La funcion f(x) = x—cosx corta al eje OX en el intervalo [0, 1] pues: (1) es continua en todo R,
y en particular en el intervalo dado; (2) f(0)=0-cosO=-1<0y f() =1-cosl>0, pues cos 1
< 1. Por tanto, la funcion verifica las hipotesis del teorema de Bolzano y, en consecuencia, existe un
punto ¢ € (0, 1) tal que f(c)=0. En ese punto la funcién f(x)=x-cosx corta al eje OX.

Teorema 2 (de Weierstrass)

Asegura que toda funcidn continua en un cerrado tiene un maximo y un minimo (absolutos) en ese
intervalo.

Teorema: Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un punto

c € [a, b] tal que f(c)=M > f(x), para todo x perteneciente a [a, b].

M M A
El significado geométrico de este teorema es que la grafica de f alcanza [ M\
el maximo en x = ¢ y ese maximo vale M. Y I.'

7 - \ | I|
Analogamente, existe un punto d € [a, b] tal que f(d)=m< f(x) para | \a| &
todo x € [a, b]; que equivale a decir en x = d la funcion toma el valor aoc [l b
minimo. m '
Ejemplos:

a) La funcion f(x) = —x* + 2x +1 es continua en el intervalo [0, 3] (y en todo R). N
Por tanto existe un punto de ese intervalo en el cual f(x) = —x* +2x+1 alcanza su
valor méximo; y otro punto en el que toma el valor minimo. En este caso, al tratarse 5 3

de una parébola es facil encontrar esos puntos. EI maximo lo tomaenx =1y vale
2; el minimo, en x =3y vale -2.

b) Lafuncién f(x)=cos(e*) es continua en el intervalo [-1, 2]. Por tanto,

existe un punto de ese intervalo en el cual esa funcion alcanza su valor 1" M
maximo. En este caso resulta mas dificil encontrar dicho valor. No TN | /\
obstante, se sabe que si e* = 2kn, conk € Z, la funcion vale 1: el maximo JAN o

para el coseno; y cuando e* = (2k +1)n, la funcion vale -1, el minimo para ’ 1: v \
el coseno. = ain

En el primer caso, para k = 1 se tiene: e* =21 = x ~ 1,84 — maximo.
En el segundo caso, parak =0: e¢* =1 = X ~ 1,14 — minimo.
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Algunas consecuencias de estos teoremas
Vamos a considerar solamente dos de ellas: el teorema de los valores intermedios y el célculo de la
raiz aproximada de un polinomio.

1. Teorema de los valores intermedios (Darboux)
Si f(x) esuna funcion continuaen [a, b]y f(a) = f(b), entonces la funcion toma cada valor

comprendido entre f(a) y f(b).
Esto es, para cualquier numero k comprendido entre f(a) y f(b), f(a) <k < f(b), existeun c e
[a, b], tal que f(c)=k.

La demostracion de esta consecuencia es facil. Basta con definir Ml
otra funcion g(x) = f(x) —k y aplicarle el teorema de Bolzano. FOR N— DLy
En efecto: La funcién g(x) = f(x) —k es continua en [a, b], por [ A
ser diferencia de dos funciones continuas en [a, b] . k |

Ademas, g(a) >0y g(b) <0, pues g(a)=k-f(a)>0y fa A ."I

g(b) =k - f(b)<0. AN b i
Luego, g(x) cumple las hipotesis del teorema de Bolzano. En m —

consecuencia, existe entonces existe algn punto ¢ € (a, b) tal que g(c) =0.
Pero esto significa que g(c)=k-f(c)=0 = f(c)=k.

Ejemplos:
a) Lafuncion f(x)=+/x+1, escontinua en el intervalo [0, 3]. En sus extremos toma los valores

f(0)=1y f(3)=2.Portanto, la funcién toma todos los valores entre 1 y 2; por ejemplo, el valor

1,83. (Ese valor lo toma en la solucidn de la ecuacion 1,83 =+/x+1, que es x =1,83* —1=2,3489.
Es evidente que 2,3489 < [0, 3]).

b) Dada la funcion f(x) = x*> —5x+5. ¢Puede afirmarse que esa funcion toma el ﬁ‘, |'
valor 4 en algun punto del intervalo [0, 2]? ;Y el valor 2? 5 :

Como la funcion es continua y en los extremos del intervalo toma los valores

f(0)=5y f(2) =3, se deduce que toma todos los valores entre 3y 5; en E
particular el valor 4. Esto es, existird algin punto ¢ € (0, 2) tal que f(2)=4.

(\Véase la figura adjunta). 2 H l --
Como 2 no esté entre 3 y 5, no puede afirmarse que la funcion tome ese valor para \
algun punto del intervalo (0, 2); pero tampoco puede afirmarse que no lo tome. \/
(De hecho hay dos valores que toman el valor 2, que son las soluciones de la

ecuacion x3 —5x+5=2).

Observacion. Este resultado puede ampliarse un poco mas, afirmando que “Si f (x) es una funcién

continua en [a, b], entonces la funcion toma cada valor comprendido entre el minimo y el maximo
de f(x) enese intervalo”. Esto es, para cualquier nimero k comprendido entremy M, m<k <M,

existe un c e [a, b], tal que f(c)=k.

Definicion. Si f es continua, la imagen de [a, b] sera el intervalo [m, M], siendo my M el minimo y
el maximo de f en [a, b].
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2. Célculo aproximado de soluciones de una ecuacion polindmica

La ecuacion x* —3x—1=0 no tiene soluciones enteras. Por tanto, al ser de tercer grado no sabemos
cdmo encontrar esas soluciones. No obstante, aplicando el teorema de Bolzano podemos hallar un
valor tan préximo a la solucion como deseemos. Observa.

Asociada a la ecuacion x*® —3x—1=0 puede considerarse la funcion f(x) = x> —3x -1, que es
continua en todo R.

Probando, podemos encontrar dos valores de x en los que la funcién tome distinto signo. En este
casovalen,x=1yx=2,pues f()=-3y f(2)=1.

En consecuencia, por Bolzano, existe un valor ¢ entre 1 y 2 tal que

f(c)=0. Ese valor es una solucion de la ecuacién x* —2x-1=0. )

Para hallarlo hay que hacerlo por tanteo, siendo normal que no —
encontremos el valor ¢ exacto, pero siempre podemaos encontrar un IJ" g’ s

I
£

valor x, tan préximo a ¢ como se desee. 0
Un buen procedimiento hallar ese valor x, consiste en estrechar el =

intervalo inicial. Para ello se evalla la funcidon en cualquier punto

intermedio, por ejemplo en x = 1,5, y se reiterara el procedimiento en )
el intervalo (1, 1,5) oen el (1,5, 2), segin convenga.

Como f(15)=15°-315-1=-2,125<0, la solucidn estara entre 1,5

P " A
y2 |

Se prueba con 1,75: f(1,75) =1,75° —34,75-1=-0,890625 < 0. 1)

Como f(1,75) <0 y f(2) > 0, la solucion esta entre esos dos valores. 175

ER
Se prueba con 1,90: f(1,90) =1,90° —31,90-1=0,159 > 0. La solucion esta i

entre 1,75y 1,90.
Rxy /

Se prueba con 1,85: f(1,85) =1,85° —31,85-1=-0,218375 < 0. La solucidn . v .
esta entre 1,85 y 1,90. 1,?£ 180 2

Se prueba con 1,88: f(1,88) =1,88° —31,88-1=0,004672 > 0. La solucion esta entre 1,85y 1,88, y
muy cerca de 1,88.

Se prueba con 1,87: f(1,87) =1,87° —31,87 —1=-0,070797 < 0. La solucion esta entre 1,87 y 1,88.
Con esto, ya tenemos acotada la solucién con una aproximacion de milésimas: es un valor entre
1,870y 1,880.

Si esta aproximacion es suficiente, podemos asignarle a ¢ un valor intermedio y decir: ¢ ~1,878; 0
quedarnos con 1,88 cuya aproximacion es bastante buena.
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