Analisis Matematico 1

FUNCIONES DE DOS VARIABLES

ALGUNOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN EXAMENES

1. (J10) Dado el campo f(x,y)=e*".

a) (0,5 puntos) Representa graficamente la curva de nivel de valor 1.
b) (0,5 p) Halla la ecuacion de la recta tangente a dicha curva de nivel en el punto (-1, 1).
¢) (1 punto) Halla su polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (1, 1). Desarrolla y
simplifica el resultado.

Solucion: °7

a) f(x,y)=e"=1= x>-y=0.

Es la pardbola representada en la figura adjunta. 44

b) f(xy)=2xe""; f (x,y)=—e"" 2-
Yp=len="2 .
dx f, -1

Tangente: y—1=-2(x+1) = y=-2x-1 -2 \ 0 2

o) f(xy)=2xe""; f,(x,y)=—-€""; -2-\

f (XY= 20X +4x%eX Y, fy(%y)= —2xe*V; f,(xy) = e

6 -2\ x-1)_6x’+y’ —4xy—4x+3
—2 1 \y-1 2

P(x,y)=1+(2,—1)-(x—1,y—1)+%(x—1 y—1)[

2. (J10) Dada la funcién f(x,y)=e*"""? se pide:

a) (0,5 puntos) La representacion grafica de la curva de nivel 1.

b) (0,75 puntos) La ecuacion de la recta tangente a esa curva de nivel en el punto (1, —1).
¢) (1,25 puntos) El polinomio de Taylor de grado 2 de f(X,y) en el punto (1, —1).
Solucion:

x2+y?-2

a) Curvade nivel | - f(x,y)=e =1=

=X +y’ -2=0=x"+y>=2. ]
Es la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen y
radio /2 . , , 0 ,

b) Pendiente de la tangente:
f(x,y)=2xe""2 Sen(l,-1)—>2;
f,(x,y)=2ye"""? —en(l,-1)— -2
dy_-2_,

dx -2
Tangente: y+1=X-1 = y=x-2

¢) f(xy)=2xe""""2; f (x,y)=2ye" " ? = Vi(l,-1)=(2,-2)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
fo= 28" 2 4ax?eX Y 2 f = dxye V7 f =20 7 44yt
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Analisis Matematico 2

POY) = 1422y (x—Ly+D+to—tyenl & T4 o
(9y)_ (9 )( >y ) E( >y )_4 6 y+1

P(X,y) =3x>+3y’ —4xy —8x+8y +7

X% + Xy
3. (JO8) (1,5 puntos) Dada la funcion f(x,y) = ———— se pide:

a) Probar que es homogénea y dar su grado de homogeneidad.
b) Comprobar que verifica el teorema de Euler.
c) Hallar la pendiente de la curva de nivel que pasa por el punto (1, —1) en dicho punto.
Solucion:
tx? +txty tz(x2 + xy) o X2+ Xy
a) f(xty)=—— =71 =t —
2y: -ty 2y -xy)  yP-xy

_ t3/2q13/2 +tq1t”2q2”2 _ ts/z(qlm N Ch%”z) ~t¥2£(q,,0,)
Su grado de homogeneidad es m = 0.

=t"f(xy) =

b) Hay que comprobar que X af (x y) +y atxy) _ 0-f(x,y)=0

dx dy
df (x,¥) _ @x+W(Y° —xy) = +xy)(=y) _ 2xy° +y° =X’y
o (v? - xyf (v~ %)
df (X,¥) _ X(Y* =xy) = (x> + X))y - %) _ —xy* —2x*y +x’
& v —xyf (v —xy)
Luego,
X2xy2 +y? —x2y+ —xy? =2y +x° _
v - xf v - xf
_ 2y xy’ =Xy —xy? —2xPy? 4y o

(v> xS

c¢) La pendiente de la curva de nivel en el punto (1, —1) viene dada por
dy 1) = = f,(,-1) -1/2

—1) = -1
dx f, (1,-1) 1/2
., : X+Yy
4. (J10) Halla la ecuacion del plano tangente a la superficie f (X, y) = — 1en el punto (1, 1,
X* +
1).
Solucion:
— x> =2xy+1 1 1 1
=———— —>(en(l,1) > ——; f = —(en(1,1)) — —.
T 1) (en (1, 1)) > = (en (1, 1)) 5
Plano:

z—lz—%(x—1)+%(y—1) = X—-y+2z-2=0
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Analisis Matematico 3

5. (J03) Dado el campo escalar f (x,y) = (2ax—y)*:

a) (1 punto) Determinar el valor de a para que la derivada direccional maxima del campo, en
el punto(0, 1), valga 345

b) (1 punto) Determinar el valor de a para que la pendiente de la curva de nivel, que pasa por
el punto (1, 0), valga 4

Solucion:

a) f (x,y)=3QRax-y)’2a - f (0,1)=3(-1)*2a=6a

f,(x,y)=-3Qax-y)’ > f,(0,))=-3

La derivada direccional es maxima en la direccion del gradiente (6a, —3) y su valor es el
moddulo de ese vector, luego:

V3622 +9 =3J5 = 36a2+9=45 = a=+1

_ _ 3
b) Pendiente de la curva de nivel en (1, 0) es: ﬂ = (1) = 24a2 =
dx f,(LO) -12a

La pendiente vale 4 si a = 2.

6. (J11) Dada la funcion f(X,y) = x> +y> —2xy, se pide:

a) (1,25 puntos) Halla y clasifica sus puntos estacionarios.

b) (0,5 puntos) La ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (2, 3).

¢) (0,5 puntos) La ecuacion de la recta tangente a la curva de nivel que pasa por el punto (1,

-1)

d) (0,75 puntos) El polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (1, 0). (Debe expresarse en
forma de polinomio.)

Solucion:

a) Puntos estacionarios:

f(xY)=3x =2y =0

f,(X,y)=2y-2x=0=(0,0)y (2/3,2/3)
Hessiana:

fxx(xa y) = 60X fxy(Xa y) =-2

fyx(x’y):_2 fyy(xay)zz

0 -2
Hf (0,0) = ( - ] — Como |Hf (0,0)|=—-4 <0, en (0, 0) hay un punto de silla.

4 -2
Hf(2/3,2/3):{ 5 9 J — Como |Hf(2/3,2/3)|:4>0 y £,(2/3,2/3)=4>0,en
(2/3, 2/3) hay un minimo.

b) f(2,3)=5; f,(2,3)=6; f,(2,3)=2;
Plano tangente: z—-5=6(X—-2)+2(y—-3) = 6x+2y—-z=13

¢) La curva de nivel que pasa por (1, —1)es f(1,-1)=x"+y* — 2xy =4

_—(3x* -2y) _( ==

La pendiente de la tangente es: — = —— —
dy  2y-2x -4

>
=
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Analisis Matematico 4

La recta tangente es: y+1:§(x—1) =" :%X—%.

d) f(1,0)=1; f,(1,0)=3; f,(1,0)=-2; Hf(1,0) = [_62 _ZZJ

1
P(XaY):1+(3a—2)'(X_laY)"‘%(X { [X )_3)( +y —ny 3x+1

7. (J09) Dada la funcion f(x,y) = (x* —=1)(y* -2y):
a) (0,5 puntos) Halla la ecuacion del plano tangente a esa superficie en el punto (2, -1, 9).
b) (1,25 puntos) Encuentra y clasifica sus puntos estacionarios.

¢) (0,75 puntos) Halla el polinomio de Taylor de grado 2, de f(x, y), en el punto (-1, —1).
Solucion:

a) f,.06y)=2xy(y-2)
fy (%, y) =20 =)y -1)
La ecuacion del plano tangente es:
2-9=Ff,2-Dx=2)+ f,2,-1)(y+1) = 2-9=12(x-2)-12(y +1)

b) fe(xy)=2xy(y-2)=0
fy(xy) =20 -1)(y-1)=0
Se obtienen los siguientes puntos estacionarios: (0, 1); (1, 0); (-1, 0); (1, 2); (-1, 2)

Hessiana: Hf(x,y) = (2 yly=2) 4x(y- I)J

ax(y-1) 2(x* -1

2 0
En (0, 1), Hf(O,l):( . _2j — Como =4>0y f (0,)=-2<0,en (0, 1) hay

maximo.

0 -4
. En(1,0), Hf(1,0)=( 4o ] — Como |Hf (1,0)|=-16<0 = PS.
0 4
« En(-1,0), Hf (—1,0):[4 oj — Como |Hf (-1,0)|=-16 <0 = PS.
0 4
. En(l,2), Hf(l,2)z(4 OJ — Como |Hf (1,2)|=-16<0 = PS.

0 —4
. En(-1,2), Hf(—1,2)={ . oj — Como |Hf (-1,2)|=-16<0 = PS.

¢) f(-1-1)=0; f,(-1-1)==6; f,(-1-1)=0; Hf(_lj_l):[z ij

X+1) 1 6 8\ x+1 5
P(x,y)=0+(-6 0 +—(x+1 y+1 =3x* +8Xy +8X+8y+5
y+1l) 2 8 ONy+1
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Analisis Matematico 5

8. (J13) Dada la funcion f(X,y) =X’ +X* +4xy+y*:

a) (1 punto) Halla y clasifica sus puntos estacionarios.

b) (0,5 puntos) La ecuacion de la recta tangente, en el punto (—1, 0), a la curva de nivel que
pasa por dicho punto.

¢) (1 punto) Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (0, 1). (Deben hacerse
todas las operaciones).

Solucion:

a) Puntos estacionarios:

f (X,y)=3X"+2x+4y =0
f,(X,y)=4x+2y=0= y=-2Xx— sustituyendo:

3 —6x=0;Xx=0,x=2=y=0,y=—4. Puntos: P(0, 0) y Q(2, -4)
Hessiana:
fa(Xy)=6x+2 f (x,y)=4

f(Xy) =4 fy(%y)=2

2 4
Hf (0,0) = (4 2} — Como |Hf (0, 0)| < 0, hay un punto de silla en P.

14 4
Hf (2,-4)= [ 4 2} — Como |Hf (2, —4)| >0y f,(2,-4)=14>0, hay un minimo en Q.

b) f (X, y)=3x>+2x+4y; f,(X,y)=4x+2y

2 —_— J—
fx(x,y)=_3x +2X+4y Y10y =— f (=1,0) =_3 2=1_
fy (X, y) 4X+2y f,(=1,0) -4 4
Ecuacion: y= (X+1)/4=>x—-4y+1=0.

= yl(xa y) =-

c)f(0,1)=1;
f (X, y)=3x>+2x+4y; f,(x,y)=4x+2y = Vf(0,1)=(4,2)
foaOGYy)=6x+2; f (X y)=4

fyx(Xa y)=4; fyy(X9 y)=2

2 4
:>Hf(0,1)=[4 2)

2 4
P(x,y):1+4x+2(y—1)+%(x y—l)-[ ){yilj: X% +4xy +y?
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Analisis Matematico 6

9. (S07) Dada la funcién f(x,y)=(1-xy)>:
a) (1 punto) Halla y clasifica sus puntos estacionarios.

b) (0,5 puntos) Su polinomio de Taylor de grado 2 (desarrollado) en el punto (2, 2).
Solucion:

f==2y(l-xy)=0
f,=-2x(1-xy)=0 = x=y=0; x=1k y=Kk
Puntos criticos: (0, 0) y (1/k, k)
foe=2y"; fry=—2+4xy; fy =2x* =

0 -2
H(f)(0,0) = (_ 5 o j Como |Hf (0,0)|<0 = (0, 0) es punto de silla.

2
2/k?

Como f(1/k,k)=0y f(x,y)=0 para todo par (X, y) = hay infinitos minimos: uno para
cada valor de k # 0.

2
H(f)1/k, k)= [22 j . Det(H) = 0. Es un caso dudoso.

b)f(2,2)=9; f(2,2)=12;1,(2,2) = 12; (2, 2) = 8; F(2, 2) = 14; (2, 2) =8
PX.y) =9+ (1212)(X— 2,y —2) + - (x=2.y - 2) 8 layx=2)
ay - 9 ay 2 ay 14 8 y_2

P(X,Y)=4x> +4y> +14xy —32x 32y + 49
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