Analisis Matematico 1

FUNCIONES DE DOS VARIABLES
PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Condiciones de optimalidad
1. Condicidn necesaria de primer orden
Si f posee un optimo local en el punto (X, Yo), entonces VT (X,, y,)=(0,0).

f(xy)=0
f,(x,y)=0
No todos los puntos criticos son 6ptimos: entre ellos puede haber puntos de silla.

Los 6ptimos se encuentran entre las soluciones del sistema { — puntos criticos.

2. Condiciones de segundo orden
Si (Xo, Yo) €s un punto critico de f, se considera su matriz hessiana

f (Xoayo) f (Xano)} (A Bj
Hf (x,,y,)=| .~ Y ara simplificar: Hf (x,,y, )= .
( 0 0) [fyx(x(wyo) fyy(XO7yO) —Dp p ( 0 yo) B C

- AC —-B2.

Luego: ‘Hf (X5 Yo)

Con esto:

« Si (Xo, Yo) es un punto critico de f, entonces si AC—B*> >0 y A <0 = (Xo, Yo) €s maximo.
« Si (Xo, Yo) es un punto critico de f, entonces si AC—B* >0 y A> 0= (X, Yo) €s minimo.
« Si (Xo, Yo) es un punto criticoy AC—B* <0 = (Xo, Yo) es un punto de silla, PS.

« Si (X0, Yo) es un punto criticoy AC —B* =0, el caso es dudoso: puede tratarse de un
maximo, de un minimo o de un punto de silla.

1. (S09) Halla y clasifica los puntos estacionarios de la funcién f(X,y)=x> =3xy+y’.
Solucion:

{ f (X,y)=3x>=3y=0
f,(xy)=-3x+3y*> =0

Se obtienen los siguientes puntos estacionarios: (0, 0); (1, 1).

. 6x -3
Hessiana: Hf (x,y) =
-3 6y

0 -3
. En(0,0), Hf(o,0)=( s OJ — |Hf (0,0)|=-9<0 = En (0, 0) hay PS.

. En(l, 1), Hf(l,l):[ 63

>0y f (1,1)=6>0 = En (1, 1) hay un

-3
6) — [Hf (L1)

minimo.

2. (J12) Dada la funcién f(x,y)=xy*> —x*> —y?, halla y clasifica sus puntos estacionarios.

Solucion:
El sistema:

f N = 2_2 :0 z_ = — 2
{X(Xy) y X :{y 2x O:{ 2x=y = y(y*-2)=0 =

f,(x,y)=2xy-2y=0 2y(x—1)=0 y(2x-2)=0
=y=0; y:i\/z — Puntos (0, 0), (1, \/E)y(l,f\/g).
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Como la matriz hessiana es Hf (X,y) = (Zy

2y I
, S€ concluye que:
2x-2 yed

2 0
Hf (0,0):( 0 2] — |Hf (0,0)[>0 y f,,(0,0)=-2<0 = (0, 0) es un maximo.

Hf (l,ﬁ)z[ -2 2\/5J - ‘Hf (1,\/5)‘<0 = (1, «/5) es un punto de silla.
2420
2 22 ,
Hf (1,—2) = [ 5 j N ‘Hf(l,—ﬁ)‘<o = (1, =+/2 ) es un punto de silla
-2 0

3. (J07) La funcion f(x,y)=x’-3x>+3y’> —y’ tiene:
a) Un punto estacionario en (1, 1).

b) Un méximo en el punto estacionario (0, 2).

¢) Un punto de silla en el punto (2, 0).

Solucion:
f, =3x>-6x=0 o
5 = Puntos estacionarios son: (0, 0), (2, 0), (0, 2) y (2, 2).
f,=6y-3y" =0
f,=6Xx-06 f,=0 6X—-6 0
; = Hf(x,y)=
fy=0 f,=6-6y 0 6-6y
Luego:

-6

Hf(0.0)=|

0
J [Indefinida] — |Hf (0,0)| <0 = (0, 0) es PS.

0
es maximo.

6
Hf (0,2) = ( j [Definida negativa] — |Hf (0,2)|>0 y f,,(0,2)=-6<0= (0, 2)
Hf (2,0) = (

0
6] [Definida positiva] > |[Hf (2,0)[>0 y ,(0,2)=6>0 = (2,0)es
minimo.
6 0 ,
Hf (2,2) =[0 6} — [Indefinida] — |Hf (2,2)]<0 = (2,2) es PS.

La respuesta es b)

4. (J06) La funcion f(x,y) =-2x>—y? tiene en P(0, 0):
a) Elunico méximo local

b) Uno de sus infinitos méximos locales.

¢) Un punto de silla.

Solucion:

f =—4x=0 Bl tni o estact . 0o
=
f,=-2y=0 unico punto estacionario es (0, 0)

-4 0
Hf = [ 0 2] — Como |Hf | >0y f,,(0,00=—4<0 = (0, 0) es el unico maximo.
La respuesta es a)
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5. (JO5) Sea (1, 2) un punto estacionario de la funcion f (X, y). Si la matriz Hessiana de dicha
. 2Xx-y 'y
funcion es L entonces, el punto (1, 2) es:
y

a) Un maximo de f.

b) Punto de silla de f.

c¢) No hay informacion suficiente para caracterizarlo.
Solucion:

0 2 0
Hf (1,2) = [2 SJ — Como 5

2
8‘ =—4 < (0 = Punto de silla.

La respuesta es b)

6. La funcién f(x,y)=e”*(y+ X’ —3X) tiene:
a) Un maximo en el punto (1, 0)

b) Un minimo en el punto (0, 0)

c¢) Ninguna de las anteriores

Solucion:

2X 3 2X 2 2X
f,=2e""(y+x’ =3x)+e“"(3x" -3), f=e
Como f, = e** no se anula en ningun caso, la funcién no tiene puntos estacionarios. Luego

no tiene ni Maximos ni minimos.
La respuesta es c)

7.(S07) Dada la funcién f(x,y)=(1-xy)>, se pide:
a) (1 punto) Halla y clasifica sus puntos estacionarios.
b) (0,5 puntos) Su polinomio de Taylor de grado 2 (desarrollado) en el punto (2, 2).
Solucion:

f=-2y(1-xy) =0

f,=-2x1-xy)=0 = x=y=0; x=1k y=k
Puntos criticos: (0, 0) y (1/k, k)

fa=2y"; foy=—2+4xy; fy =2¢* =

0 -2
H()(0,0) = [_ 5 o j — Como |Hf (0, 0)|<0, en (0, 0) hay punto de silla.

2
H(f)1/k, k)= [2; 2/2k2j — Det(H) = 0. Es un caso dudoso.

Como f(1/k,k)=0y f(x,y)=0 para todo par (X, y) = hay infinitos minimos: uno para
cada valor de k # 0.

b) f(2,2)=9; ,(2.2) =12;%,(2,2) = 12; (2, 2) = 8; (2, 2) = 14;f(2,2) =8
P(X,y)=9+(12,12)(x-2 2)+1(X 2 2) 8 14\ x=2
) = , -2,y — a _2.y- _
y y : V-2 14 s hyos

P(X,y) =4X* + 4y’ +14xy —32X—32y +49
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8. (JO7) Dada la funcion f(x,y)=x>+y’> —2Inx—18Iny se pide:

a) Determina su dominio y halla y clasifica sus puntos estacionarios. (1 punto).
b) Calcula su polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (1, 1). (0,5 puntos)
Solucion:

a) Dom(f):{(x,y)eR2|x>0,y>0}.

1X8 = { ~ = El inico punto estacionario es (1, 3).
f,=2y-—=0 Y=9%
y

[Las otras soluciones, (—1, 3), (1, -3) y (-1, —3), no son validas, pues caen fuera del dominio de
la funcion. ]

f =242/%> f,=0 2+2/x? 0
“ ; : = Hf(x,y) =
{ f, =0 {fyy:2+18/y2 ) { 0 2+18/y2j

4 0
Hf (1,3) = (0 4} — Definida positiva: [Hf (1,3)|>0 y f,(1,3)=4>0=(1,3)es

minimo.

b) f(L)=2; f (L1)=0; fy(l,l):—16; Hf (1,1):(3 20()}
Por tanto:
1 [4 0 J(X—IJ
P(x,y):2+(0,—16)-(x—1,y—1)+5(x—1 y—1) 0 =

P(X,y) =2x> +10y> —4x—36y +30
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