Analisis Matematico 1

FUNCIONES DE DOS VARIABLES
DERIVACION IMPLICITA (Tangente a una curva de nivel);
FUNCIONES HOMOGENEAS

Derivacion implicita y recta tangente a una curva de nivel

« Si(a, b) es un punto que cumple la ecuacion F(x,y)=cC vy, por tanto, f(a)=Db, entonces
F,(a,b)

F,(a,b)

« Las curvas de nivel de una funciéon F(X,Y) vienen determinadas por la ecuacion

F(X,y) =c. Esas curvas, que son los puntos del plano XY que cumplen dicha ecuacion,

pueden definirse a partir de otra funcion y = f(X) . Esta segunda funcion es posible que no

f'@=-

pueda explicitarse: no pueda encontrarse la formula y = f ().

Por tanto, si se desea estudiar la tasa de cambio de y respecto de X (esto es, estudiar la
derivada f’(X)), no podra hallarse directamente; pero el teorema de la funcion implicita

F (%, )
asegura que esa derivada vale f’(X)= Yy = —M . En particular, en el punto (a, b),
dx  F/(xy)
= ,Ea’ Eg
y a,

« Como f’(a) da la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(X) en el punto de
. : F’
abscisa X = @, la ecuacion de esa recta tangente sera y— f(a) = —M(X - a)
F,(a,b)
1. (S09) La ecuacién ¥ —2x—4y+3 =0 define implicitamente la funcién y = f(X) en un
entorno del punto (0, 1). Entonces la derivada f °(0) vale
a)0 b) —1/4 c) —4
Solucion:
El punto (0, 1) es de la curva, pues: €’ —2:0—4.1+3=0.
La derivada de y = f(X) en un punto genérico es:
2 xy2 N _
foo= o Y 72 Sustituyendox =0 (ey=1): f(0)=—"2=_1

La respuesta es b)

2. (J10) La pendiente de la curva de nivel del campo f (X, y) = 2cos(Xy) — y*X, que pasa por

el punto (1/2, 1) vale:
a) =3 b) T ¢) Ninguna de las anteriores.
27 2
Solucion:
f,(x,y)==2sin(xy)y—-y* — f,(n/2,1)=-3;
f,(X,y) ==2sin(xy)x-2yx — f (n/2,1)=-2n
La pendiente de la curva de nivel es: ﬂ = _ =3 = -3
dx -2t 2m
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Analisis Matematico 2

3. (JO7) La ecuacion de la recta tangente a la curva de nivel 3 de la funcién
f(x,y) =%’ -3xy+y’ enel punto (2, 1) es:

a) y=3x-5.

b) y=2x+1.

¢) Ninguna de las anteriores, su ecuacion es:
Solucion:

f.(xy)=3x*-3y = f (2)=9
f,(x,y)==3x+3y* = f (2))=-3
-f2) -9
f2) -3
La ecuacion de la recta tangente es: Y —1=3(X—-2) < y=3x-5
La respuesta es a)

Luego, ﬂ(2,1) =
dx

4. (J12) La recta tangente a la curva de nivel 0 del campo
f(X,y)=(x+1)(y—1)—2e*siny+1, en el punto (0, 0) es:
X

a) y=-X b)y=—5 c)y=0

Solucion:
La curva de nivel 0 es: (X+1)(y—1)—2e*siny+1=0.

El punto (0, 0) es de ella, pues: (0+1)(0—1)—2e°sin0+1=-1+1=0.

La pendiente de la recta pedida es: m =— 1x(0.0) .
f',(0,0)
Como:
flo(xy)=y-1-2e"siny, f' (X, y)=x+1-2€"cosy,
. f' (0,0 -1
setieneque: M= - —*—"~=— —=—
f',(0,0) -1

Asi que, la ecuacion de la recta tangente es:
y—0=-1(x-0)=y=—x

La respuesta es a)

5. (J11) La ecuacion cos(X—Y)—X—3y+3 =0 define implicitamente la funcién y = f (X)
en un entorno del punto (1, 1). Entonces la derivada f’(l) vale

a)2 b) -1/3 c)-1
Solucion:
El punto (1, 1) estd en la curva de nivel, pues: cos(1-1)—-1-31+3=0.
Parciales:
fl(xy)=—sin(x-y)-1; f'y(x,y)=sin(x-y)-3
Por tanto:
g _msinmy - 1
dx sin(x—Yy)—3 -3 3

La respuesta es b)
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Analisis Matematico 3

6. (S07) La ecuacion de la recta tangente a la curva /1+ X’y —xy” +5 =0 en el punto (2, 2)
es:
a) y=9x-8.
b) 4Xx+11y—-30=0.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
El punto (2, 2) esta en la curva, pues: v1+42-24+5=3-8+5=0.
La pendiente de la curva de nivel es:
dy 2xy/(2 1+x2y)— y’

dx 2 /(2«/1+ xzy)— 2%y

Por tanto, la tangente es: y—2:—%(x—2) < 4x+11y-30=0.

, que vale —% en (2, 2).

La respuesta es b)
Observacién: La respuesta a) puede descartarse directamente, pues el punto (2, 2) no es de esa
recta.

7. (J09) La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (X), definida implicitamente por la

ecuacion F(x,y)=5+xy> + X\/_ =—1, en el punto (-3, 1) es:
4

a) y—1=—(x+3).

)y 15( )

13
b) y+1=-—"(x-3).
)Y 31( )

c¢) Ninguna de las anteriores. Su ecuacion es:

Solucion:
La pendiente de la recta tangente viene dada por
F 4
X y 2xy + -15 5

2y

4
Por tanto, la recta tangente es Yy —1 = E(X +3).

La respuesta es a)
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Analisis Matematico 4

Funciones homogéneas

La funcién f(X, y) es homogénea de grado k € Q, si paratodot € R" se cumple que
ftxty) =t"f(x,y).

Propiedad
Si f(x,y) es diferenciable y homogénea de grado K, sus derivadas parciales de orden r son

funciones homogéneas de orden k —r:
o' f(x,y) 0" f(x,y) o f(xy)
oy ) x oy

r=1,2,3,... son homogéneas de gradok — r

Teorema de Euler
Si f(X,y) es diferenciable y homogénea de grado k, entonces se verifica la igualdad:

xf, (% ) +y-f, (X y)=k-f(x,y)

1. Comprueba que son homogéneas las funciones:

2y° 3X
f X, = b f X’ e —
a) T(x,y) X1 3y ) T(X,y) m
Solucion:
3 3,3 3
a) f(tx,ty)= 2(t) = 2ty =t 2y =t-f(x,y) — Homogénea: k = 2.
tX+3(ty) t(x+3y) X+3y
by f (tx.ty) = 3(tx) 3tx 3tx

3 _ 3tx _ _ 3X .
Joor @2 Bty 2(eey?) teey ey

Como f(tx,ty)= f(X,y), la funcion es homogénea de grado k = 0.

2. (J10) Demuestra que f(x,y)= es una funcién homogénea y que cumple el

2x% +y?
teorema de Euler.
Solucion:
3 3 3 ) 3 -2
f(tx,ty) = = = =t =t2-f(x,y).
(tx,ty) 2(tx)2+(ty)2 2t2x2+t2y2 P2 (2x2+y2) (2X2+y2J (X, y)

Por tanto, es homogénea de grado k = 2.

Teorema de Euler: Debe cumplirse que X-f, (X, y)+y-f, (X, y)=-2-f(x, y).

Tl o -6y
X (2X2+y2)2 4 y (2X2+y2)2
_ _ _ g2 _ 2 2
Xf, +yf, = x: 12X 6y 12X 6y _—12x7 -6y”

+ V- — + = =
2x* +y*)? y<2x2+y2>2 2 +y*)* X +y?) (@2 +y?)?

—6(2x% +y?) -6 ( 3 ]
_ — _2.

= = = =-2f X, Y).
X +y?)? 22X +y?) 2x% +y? (x.)
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Analisis Matematico 5

3. Comprueba que la funcion f(X,y)= cumple:

X—y
a) Es homogénea de grado 3.
b) Sus derivadas parciales de primer orden son funciones homogéneas de grado 2.
c) El teorema de Euler.
Solucion:
3, 3y Uy 3
oty 0 oy U)oy

=t f(x,y) — Homogénea: k=3.
tx—ty t(x—y) t(x—y) X—y (X,y) — Homogénea

b) Parciales:
33 (x—y)=x’y  2x3y—3x2y?
fxy) = 2Ny 2y =3y

x> (x—y)-x’y-(-1) x*
; fu(xy)= =
(x=y)’ (x-y)y

(x-y)’ (x-y)’

Son homogéneas:
3.(ty) — 2. ty)2 3934y ap3y2.4202 43, apdy2 2
L ) 200 300N 200y 3C LY oty -3ty

(tx—ty)’ (tx-y))° t2(x-y)’
t*(2x°y -3x%y? 2%y —3x%y?
= f,(txty)= ( 3 d 2y ):tZ( Y 2y ):tz'fx(x,y) —k=2.
t*(x-y) (x=y)
4 4,4 4
. fLtxty) = (%) __ tx — 2% S=t>f,(x,y) >k=2.

(tx-ty)" t(x—y) (x-y)

c¢) Teorema de Euler:
Debe cumplirse que X-f, (X, y)+y-f, (X, y)=3-F(X, y).

X2x3y—3x2y2+y x* :2x4y—3x3y2+ xty :3x4y—3x3y2 _
(=y) Ty (y) () (xey)
3x°y(x-y) 3

Xy
=3 =3-f(x,y).
(x=y)’ =y

4
4. (S09) La funcion f(X,y) :X—p— Pxy* es homogénea:
y

a) Solosip=3 b)Sip=2 c) Para dos valores de p diferentes.
Solucion:

t*x* P32 _ 44-p x* 3/p. P /2
f(x,y)_W—\/t Xy” =t F_t VY
Serd homogénea si 4 — p = 3/p (s6lo asi se podra sacar factor comuin para que

ftxty)=t"f(x,y))=>p=1op=3.
La respuesta es c)
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Analisis Matematico 6

5.(J12) Si f(X,y) esuna funcién homogénea tal que f(1,2) =4, f' (1, 2)=-8,
f'y(1, 2) =8, entonces su grado de homogeneidad es:

a) 1/2. b) -1 c)2

Solucion:

Si k es su grado de homogeneidad, por el teorema de Euler puede escribirse:
k-f(l, 2)=11%01, 2)+2-f',(1, 2) = k4=-8+28=4k=8 = k=2.

La respuesta es c)

p p
6. (J13) La funcion f(x,y):zxp;syﬁ :

xP+y
a) Nunca es homogénea. b) Es homogénea sélo en el caso p = 1.
c¢) Es homogénea siempre, para cualquier p.
Solucion:
2tPxP +5tP t? -2xP+5 p— 2XP +5
f(tX,tY)_Ty\/_ \/_l—y\/_ T y’ \/_ -
tPxP +ty tPxP tPxP +
Para que f(tx,ty) =t* f (X, y) es necesario que t"~'x “IxP +y=xP +y (véase el denominador)
=>p=1

Luego es homogénea sélo sip=1.
La respuesta es b)

2
7.(710) La funcién f(x,y) =X+ PY=D
X+Yy
a) Homogénea de grado 1,sip=1
b) Homogénea de grado 0,sip=0
c) Homogénea de grado  sdlosip=__
Solucion:
3t2x% + p(ty 1)

f(tx,ty)= n ) — En el numerador s6lo puede sacarse factor comun t si p = 0.
X+Yy
, , , 3x?
En ese caso seria homogénea de grado 1, pues quedaria f(X,y)= , de donde:
X+
2,2 2
f(tx,ty) = 3Ux =t 3X =tf(x,y).
tx+y)  (X+Y)
La respuesta es ¢) - Homogénea de grado 1 sélo si p=0.
3 2
8. (J11) La funcion f(x,y) = Ox” —2xy” +27p es
X+y
a) Homogénea de grado 1. b) Homogénea de grado 2 si p=0.
¢) Nunca puede ser homogénea.
Solucion:
3_ 2 33 2,2
Sip=0, f(xy) =X =2ty = X 20V
+ X+ty

3iy3 A2 3 g2
= f (b ty) = 2 ) (o ~2xy?) _ tz(—@( 2%y

— es homogénea de grado 2.
t(x+y) X+ Yy

La respuesta es b)
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Analisis Matematico 7

2p
9. (S07) La funcion f(x,y) = L \/Xy* cumple el teorema de Euler:
y

a) Siempre, para todo nlimero natural p.

b) Sip = 1/4.
¢) Sip=5/4.
Solucion:

La funcién debe ser homogénea.
x*P 3
f(tx,ty) =t*P"- —t*?/xy’ = serd homogéneasi 2p—1 _E =4p=5=p=>5/4.
y

La respuesta es c)

x*P
10. Comprueba que la funcién f(X,y) = —=———+/xy’> cumple el teorema de Euler.
y

Solucion:

Debe verificarse que x-f, (X, y)+y-f, (X, y)=k-f(X, y), siendo k su grado de
homogeneidad.

Para p = 5/4 la funcién es homogénea (pregunta anterior). En ese caso:

5/2 52
f(x,y)= XT—xlxyz = XT_ y\/; , que es homogénea de grado k = % .

Derivadas parciales:
5 y32 1 52

X
f(XY)—_T_yz\/— f (% y)= y— Jx

Por tanto:
06 Yy, 06 y) = x| 25 S
X-f.(% Y)+yf (X y) =X =——y—= [+ Y| - =
2y 2\/— v
5 yox32 x yx*? & 5 32 X x?
_5, ol X Ly = XX X =
2y Tk oy ) 2y Ty
3 X5/2 3\/; 3 X5/2
AR AT R y~/x [=2f(x,Y)

11. (JO7) Sabiendo que f(X,Yy) es homogénea de grado 3 y que VT (1,—1) =(2,—1), entonces:
a) f(1,-1)=0

b) f(1,-1)=1
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

Por el teorema de Euler, si f es homogénea de grado m se cumple
X £,y +y f 0y =m (X y) < (X Y FGy). fy(y))=mf(xy).

En este caso, X f, (X,y)+y-f (X, y)=3-f(X,y).

En el punto (1, —1) se tiene que x =1,y =-1y Vf(1,-1) = (2,-1) ; luego, sustituyendo:
1, 0-D-1f, (,-)=3f(1,-1) = 12+(-D(-)=3f(1-D)= f(1-1)=1

La respuesta es b)
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12. (J09) Sea f(x,y) una funciéon homogénea de grado —1 tal que f(S, %] =3, entonces:

a) f(z, l} =17,
5

b) (10, 1)=6
c) f(10,1)=9
Solucion:

Se sabe que f (tx,ty) =t™'-f (X, y). En particular, f (tS, t%) =t f (5, %} =t13

-1
Sisehacet:g, f|ts, tl = 2 fl5, 1 22-3:E:7,5
5 2 5 2) 2 2

La respuesta es a)
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