Anédlisis Matematico 1

FUNCIONES DE DOS VARIABLES
DOMINIOS, DERIVADAS PARCIALES Y DIRECCIONALES

Preguntas de dominios y curvas de nivel

1. Determina el dominio de las funciones:
X’

y
a) f(x,y)=¢ex b) f(x,y)=xsiny+ X
y+1

c) f(x,y)=———
) T(xy) 2 yra

En cada caso indica dos puntos que no sean del dominio.
Solucion:
a) No esta definida cuando x = 0.

D= {(x, y) e R2 |x # 0} — Todo el plano menos el eje OY: los puntos de la forma (0, y).
No son del dominio los puntos (0, 4) y (0, —-2), por ejemplo.

b) No esté definida cuandoy =-1: D = {(x, y) eR? |y # —1} :

Todo el plano menos la rectay = —1: los puntos de la forma (x, —1).
No son del dominio los puntos (1, -1) y (-2, =1), por ejemplo.

c) No estéa definida cuando x* —y+4=0 = y=x*+4: D:{(x, y)eRZ‘y¢x2+4}.

Todo el plano menos los puntos de la parébola y = x? + 4.
No son del dominio los puntos (0, 4) y (-1, 5), por ejemplo.

y
2. Dada la funcion f(x,y)=e*, halla:

a) f(1, 0, f(3,0,f@L Dy f(2 2).

b) ¢Cudl es la ecuacion de la curva de nivel 1 de la funcion dada? ;Y la ecuacién de la curva
de nivel e de esa misma ecuacion?

c) ¢Cual es la ecuacion de la curva de nivel que pasa por el punto (3, 1)? ¢ Y la ecuacion de la
curva de nivel que pasa por el punto (1, 2)?

Solucioén:

a) (1, 0)=e"=e"=1; f(3, 0)=e"=e"=1. f(@ D=e=e; f(2, 2)=e??=¢.

Yy
b)Siex=1= Y 0 =y =0. (Son los puntos del eje OX).
X

X y
Siex=eg=> ==1=y=X
X
1
c) Enel punto (3, 1) la funcion alcanza el nivel f(3,1)=¢e?;

y 1 l

X 3 1 X . X
Portanto, e*=e*==>=-= y=5- La curva de nivel es la recta y=5-

3

2
En el punto (1, 2) la funcién alcanza el nivel f(1,2) =e?!;

y
Por tanto, e* =e* = Yoo y =2Xx — Lacurvade nivel es larecta y =2x.
X
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Anédlisis Matematico 2

3. Dada la funcion f (x, y) =———— halla
X“—y+4
a) f(1, 49, f(2,6)y f(-1 6).
b) ¢Cual es la ecuacion de la curva de nivel 1 de la funcién dada?
c) ¢Cual es la ecuacion de la curva de nivel que pasa por el punto (1, 0)?
d) Para la misma funcidn escribe la ecuacion de las curvas de nivel 2, 3y 4.
Solucion:

1 2 -1
a) f(L4) = =1; f(2,6)=———=1; f(-1,6)=—————=1.
) T4 1-4+4 (2.6) 22 -6+4 (-19 (1) —6+4
b) La ecuacion de la curva de nivel 1 es: ———=1 =
X“—y+4
X=X —y+4=y=x>—x+4.
Se trata de la parabola de la figura adjunta.
1 1 . .
c) Como f(1,0) = ==, la ecuacion de la curva de nivel que pasa 24
1-y+4 5
: X 1 2 2 —0 :
porel punto (1, 0) es: ———=—=>5X=X"-y+4=>y=X"-5x+4. 2 0o 2
x“—y+4 5

d) La curva de nivel 2 es: =2 = y:x2—§+4.

2

X*—-y+4
. X 2 X
Lacurvadenivel 3es: ———=3 = y=x"——-+4.
X —y+4 3
La curva de nivel 4 es: %=4 = y=x2-244.
X‘—y+4 4
1 -
4. (J11) Dada f(x,y) = —————— se verifica:

I5_ X2 _ y2
a) Su dominio de definicion son los puntos (x, y) tales que x* +y? #5.

b) La curva de nivel 1 son los puntos de la circunferencia x* + y? = 4.

¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

Su dominio de definicion son los puntos (x, y) tales que 5— x> —y* >0 = x* +y® <5.
1

,5—X2 _yz

La curva de nivel 1es f(x,y) = =1 =1=5-x*-y*> =>1=5-x*-y* =

= x*+y*=4.
La respuesta es b)

5. (J09) El dominio de definicion de la funcion f(x,y) =+/4 —x? —y? viene dado por:

a) Los puntos interiores y de frontera de la circunferencia centrada en el origen y radio 2.
b) El semiplano 2—x—-y >0.
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Anédlisis Matematico 3

c) El conjunto D = {(x, y)eR?x<2,y< 2}.
Solucion:

Debe cumplirse que 4—x% —y? >0 < 4> x? + y?, que son los puntos interiores y de

frontera de la circunferencia de radio 2.
La respuesta es a)

6. (J08) La curva de nivel 4 de la funcion f(x,y) =+ p® —x? —y? pasa por el punto (0, 3):
a) si p = 5. b)sip=7.

c) Dicha curva de nivel no pasa por el punto (0, 3) para ningin valor de p.

Solucion:

La curva de nivel esy/ p? —x? — y? =4 = por pasar por (0, 3), yp?-0-9=4 =

p?-9=16 = p=15.
La respuesta es a)

Derivadas parciales

7. Calcula las derivadas parciales de la funcién f (x,y) = x?sin2y; y halla el vector gradiente

en el punto (1, n/4). ¢ Cudl es su modulo?
Solucion:

f (X, y)=2xsin2y; f,(x,y)=2x*cos2y = Vf(x, y):(2xsin 2y, 2x? cosZy)
En (1, n/4): Vi (1,n/4)=(2-1-sin(2-n/4), 2-12-cos(2-n/4))=(2, 0).

Su modulo es 2: [V (Ln/4)|=+2°+0° =2.

3
8. Calcula las derivadas parciales de la funciéon f(x,y) = (1+ xzy) + x\/§—9 . Halla el vector

gradiente en el punto (1, 1). ;Cual es su modulo?
Solucion:

X
F(%,y) =30+ X2y)22x+4[y 5 £, (X, y) =31+ x*y)*x° +m =

= VIi(x,y)= (3(1+ x2y)? -2x+\/§,3(1+ x2y)2.x% + x/2\/§)

En (1, 1): Vf (1,1):(3(1+1)2-2+\/i,3(1+1)2-12+i]=(25, éj =

241 2
2
= |VfL1)|= ‘/252+22i2 =%\/§,

9. Calcula las derivadas de primer y segundo orden del campo f (X, y) = —x> + 4xy —2y? +1.

Halla su gradiente y su hessiana en el punto (0, 0).
Solucion:

f.(xy)=-3x*+4y; f,(x,y) =4x-4y = Vf(0,0)=(0, 0)

0
(X y)=—6%: T (0 y)=4; f(xy)=41 T, (y)=—4 = H(f)(0,0)=(4 _44).
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Anédlisis Matematico 4

10. Dada la funcién f(x,y) = e 0“Y") Halla su gradiente en el punto (1, 0) y su hessiana en
el punto (0, 0).

Solucién:

Derivadas parciales:

06 y) =—2xe YD 5 £ (1,00 =2/ e; f,(xy) = -2y X 5 (1,00 =0;
Gradiente: Vf (1,0) =(-2¢, 0]
Derivadas segundas:

Fo (X, y) = =26 07 4 4x2e 0y, fy (X, Y) = axye 0*)

_ axye—0CHY). _ a0+ | 4y2a-0C+Y)
fx (X y)=4xye™ V7 (xy)=-2e"" ") +4ye™

Hessiana: H(f)(O,O):[_2 Oj.

0 -2
X
11. (JO9) El gradiente de la funcion f(x,y) = xsiny+ 1 en el punto (1, 0), vale:
y+
a) Vf(1,0)=(2e, 1-e). b) V(L 0)=(e, 2). ¢) Vf(L,0)=1+e
Solucion:
2xe*

f (X, y)=siny+ — (en (1, 0)) > 2e
y+1

f,(X,y) =xcosy - € —>(Een(,0)—>1-¢
(y+

1)?

Por tanto, Vf (1,0) =(2e, 1-e).
La respuesta es a)

Derivadas direccionales

12. Halla la derivada direccional del campo f (X, y) = (2x — y)* segln la direccion del vector
u=(4, 3),enel punto (3, 5).

Solucién:

La derivada direccional de un campo escalar f (x,y), en el punto (a, b), segun la direccion
del vector U = (uy, U,), que puede denotarse como f((a, b), ), vale:

f’((a, b), U): Vf(a,b)-(u,,u,) — producto escalar del vector gradiente por el vector G .

Si el vector no fuese unitario hay que tomar el unitario correspondiente con el mismo sentido.
En este caso,

f, (X, y)=322x-y)*, f,(x,y)=-3(2x-y)* = Vf(3, 5)=(6,-3).

. . . u 1 4 3
El vector unitario en la direccionde G = (4, 3) es;: — =———(4, 3)=| —, —|.
&9 | 42 1+ 32 (4.3) (5 5)

Por tanto, la derivada direccional pedida vale:

£(35).(4.3) = (6,—3)-(% gj BB,
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Anédlisis Matematico 5

13. (J09) Sea f(x,y) = x? + y +sinxy . Su derivada direccional segun el vector ¥ = (3, 4) en
el punto (1, 0), vale:
a) 3. b) % : c¢) Ninguna de las anteriores, su valor es:

Solucién:

f (X, ¥)=2X+ ycosx
Gradiente:{ « (%) y Y

= Vi@10)=(2, 2)
f,(X,y) =1+ xcosxy

<l

Vector unitario en el sentido de V es — = (ggj

<i

Derivada direccional: ((1,0),v(3,4))= (2, 2)-[—, =

La respuesta es c): 14/5.

14. (J07) La derivada direccional de f(x,y)=3x*—2y?, en el punto (-1, 3), en la direccion
del vector Vv = (2, -5), vale:

a) 36/4/10. b) 48/+/29 . c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
f, =6x . _
{fy __ay = Gradiente en (-1, 3) = (-6, —12)
Un vector unitario en el sentido de V = (2, -5) es [ ]
V29’ \/E
La derivada direccional es: f"((~1,3),V(2,-5)) = (- 6,—12){ 2 , > J: 48
J29'V29) 29

La respuesta es b)

y
15. (S08) La derivada direccional de f (x,y)=xe*, en el punto (1, 1), en la direccion el

vector i(2 ~1) vale:

V5

a) 0. b) —%. ¢) Ninguna de las anteriores

Solucidn:

f =e’ 1 —X—yzzey’x(l—x—yz), [en (1, )] —0

1 Ix /x
f, = x;ey =/ [en(1, D] —e

Luego, f/((L1),V)=0—2—e—r

FETE

La respuesta es b)

16. (J12) El derivada direccional de f (x, y) =5x>—3x—y—1 en el punto P(1, 2), segtn el

vector PM , donde M (5, 5) es:
2) 0. b) 5. ¢) 1.
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Solucioén:
fX:10X—3 = fy (1, 2):7 fy=—1 :)fy (l, 2):_1.

Ademas PM :(5—1,5—2):(4,3)y‘W‘=5

Entonces,
B 11— 4 3 28 3
f1@12),PM)=Vf(L,2)=PM =(7,-1)){ =,= |=—-==5
(@w2),Pm) 27 ( )(55j55

La respuesta es b)

17. (312) El campo f(x,y) = x*(1—2y)?, en el punto (2, 1), tiene como direccion de maximo
crecimiento la del vector:

a) (4, 16). b) (-4, 2). c) (1,1).

Solucion:

La direccion de maximo crecimiento de un campo, en un punto dado, es la del vector
gradiente en ese punto. (El crecimiento es positivo en el sentido del gradiente; es negativo en
sentido contrario).

El gradiente de f(x,y)=x*(1-2y)’es:
v (X, y) = (2x(1—2y)2, —4x2(1—2y)) = Vf(21) = (4, 16).
La respuesta es a). (También valdria la de cualquier vector proporcional, por ej. (1, 4)).

18. (J13) La direccion de crecimiento nulo del campo f (x,y) = y’¢*Yen el punto (2, 2) es la
del vector:
a) (l! l) b) (1) _1) C) (0! 2)
Solucion:

f(xy) =y f,(xy)=(2y-y*)e*;

f(22)=4; 1,(2,2)=0 = VI(2,2)=(4, 0)
La direccion de crecimiento nulo es la de la curva de nivel en ese punto, es decir la direccion
perpendicular al gradiente (4, 0), y esa es la del vector (0, 2), entre otros.
Recuérdese que dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar vale 0. Para
obtener un vector perpendicular a otro dado basta con cambiar de orden sus componentes y el
signo de una de ellas. Esto es, si V =(a, b), un vector perpendicular a él serd w=(-b, a).

La respuesta es c)

19. (S09) EI méximo valor de la derivada direccional del campo f(x,y)=y® - pxy enel
punto (0, —1) es 5:

a) Sip =-4. b) Sélo si p = 4. c)Sip=-2

Solucion:

Recuérdese que la derivada direccional vale:

f((a,b), 0)=Vf (a,b)-(uy,u,) = |Vf(a, b)[{(uy, uy)-cosa, siendo a el angulo que
determinan ambos vectores. Como el vector U es unitario, se deduce que
f'((a, b), o) = |Vf(a, b)-cosa,

que serd maxima si a = 0°, siendo ese valor maximo el médulo del gradiente
En este caso:

fo(x,y)==py; f,(x,y)=3y® - px = Grad f(0, 1) = (p, 3).
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El valor maximo de la derivada direccional seré: |Vf (O,l)| =p°+3.

Si el valor maximo de la derivada direccional es5 = /p>+9=5 = p=+4
La respuesta es a)

20. (J10) La derivada direccional de f(x,y) = en el punto (1, 2) es nulaen la

X% +y?
direccion del vector:
a) (2,-1) b) (4, 3).
c¢) Ninguna de las anteriores. Nunca es nula.
Solucion:
—x%2+y? 3. —2xy —4
f (X y)= 1 y2) —->f Q2= e f,(x,y)= 1 y?) - f,L2)= T

25’ 25
La direccion de crecimiento nulo es la perpendicular al gradiente. Esa direccion es la del

vector (4, 3). — Obsérvese que
La respuesta es b)

El vector gradiente es: (i — 4) :

21. (J13) La derivada direccional del campo f(x,y) :2;4, en el punto P(1, 0), segun
X“ =Xy +

la direccion del vector Vv = (3, —4), es:

1 1
a) —. b) =. c) 0.
) >0 )5 )
Solucion:
¢ :XZ—xy+4—(2X—y)X= -x2+4 _ —(=xx - via O):(i ij
" (X% = xy +4)? (X2 =xy+4)2" 7 (X} —xy+4)? ' 25'25

Vector unitario en la direccion de v = (3, -4) — (2%4)
9 4 5 1

3 13 4.9 4 5 1
125 125 125 25°

La derivada direccional es: (— j-(—,——j
5 5 5

La respuesta es a)

22. (J10) La derivada direccional del campo f(x,y) = p(2x — xy? )3 segun la direccion del

vector (1, -1), en el punto (1, 1), vale 1 :

V2
a)Sip=2 b) Sip=1/9
¢) Ninguna de las anteriores. El valor de p =

Solucion:
f (% y) =3p@x—xy?f(2-y?), f,(xy) =3p(2x—xy?) (-2xy)
Grad(1, 1) = (3p, —6p). Vector unitario en la direccién de (1, —1) = %(1 ~1)
. . . , 1 9p
Derivada direccional: f'((1,1),(1,-1))=p3,-6)—(1, -1) =—
(D). -1)=p( D=7
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.9p 1
SiZP- = —p=1/9
2"

La respuesta es b)

23. (J11) La derivada direccional del campo f(x,y) = (x+ y)e*™ en el punto (2, 2) segun la
direccion del vector v = (1, —2) vale:

a) —1/+/5. b) —2.

¢) Ninguna de las anteriores, su valores:

Sol. f, =™/ +(x+y)e’”; f, ="/ —(x+y)e™” = VI(2,2) =(5,-3)

Vector unitario en la direccién de V. — (1/\/5, - 2/\/5)
11

La derivada direccional es: (5, —3)-(1/\/5, —2/\/3) i

La respuesta es c)

24. (J11) Dado el campo escalar f (x, y) = e* ) se pide:

a) (0,75 puntos) Halla y representa la curva de nivel 1.

b) (0,75 puntos) El punto en el que esa curva de nivel tiene pendiente cero.

¢) (1 puntos) Halla la direccién de crecimiento maximo del campo en el punto (4, 0).
¢ Cuanto vale ese crecimiento maximo?

Solucion:

a) La curva de nivel 1 cumple que f(x,y)=e* " =1=¢° = x> —4x+y=0 =

y =—x° +4x. 2, 4)
Se trata de una parébola, que puede trazarse dando algunos valores. Es 4

la de la figura adjunta.

b) El crecimiento de la curva de nivel viene determinado por el valor Vi=0
de su derivada. ;
y=-2x+4=0 =>x=2. 2

El punto pedido es (2, 4). 12

c) Ladireccidon de crecimiento méaximo es la del vector gradiente.
f (6 y)=(2x— 4™ £ (xy) =" = Vi(4,0)=(4, 1).

El valor de ese crecimiento maximo es |[Vf (4,0) = 4% +1' = 17
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