Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Soluciones de los problemas propuestos. Tema 1 1

TEMA 1. Matrices
Problemas Resueltos

Operaciones con matrices

2 3 5 -2 -11 12 i
1. Dadas A= , B= yC= , halla dos nimeros a y b para que se
-1 7 4 -9 ~-14 41

verifique que a-A+b-B=C.
Solucion:
Escribiendo la ecuacidn extendida y operando, se tiene:

2 3 5 -2 -11 12 2a 3a 50 —-2b -11 12
-1 7 4 -9 -14 41 —-a 7a 4b —-9b -14 41
2a+5b 3a-2b -11 12 2a+5b=-11 3a-2b=12 a=2
= = = = :
—a+4b 7a-9b -14 41 —a+4b=-14 7a-9% =41 b=-3
Puede comprobarse el resultado:

22335—2_46 15 -6 (-11 12
17 4 -9) -2 14) (12 —27) \-14 41)

1 -2 2 —6

2. Dadas las matrices A= (2 Ajy B= (1 3}, halla otras dos matrices del mismo
2X =Y =A

orden, X e Y, que cumplan: :
X +3Y =2B

Solucion:
Primero conviene resolver el sistema en funcién de Ay B; después se hacen los célculos.
Por el método de reduccion:

2X =Y =A 2X =Y =A 2X-Y =A 1

= = =Y =2(4B-A).

X+3Y=2B 2E2|2X+6Y=4B E2-El|7Y =4B-A 7

Sustituyendo este valor de Y en la segunda ecuacién inicial, se tiene:
X +§(4B—A)=2|3 — x=3a+2B.
7 7 7

Por tanto:
3(1 -2\ 2(2 -6 1 -18/7
X = — + —- = ’
72 -4 71 -3 8/7 -18/7
1 2 -6 1 -2 1 -22/7
Y == 44 - = .
7 1 -3 2 4 2/7 817

. 1 0 1 1 2 -3
3. Para las matrices A= B= yC= , comprueba que se
2 3 -2 0 5

1)
cumplen las siguientes propiedades:
a) A+(B+C)=(A+B)+C b) AB+C)=AB+AC
¢) (A-B)C=AC-BC d) A(BC)=(AB)C
Solucion:
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4. Calcula, si es posible, los productos AB y BA para las matrices siguientes:
3 -1

a)A=[1 OJ,B=£1 1) b) A=[2 0 ,|3=[_2 0 1]
2 - 3 -2 4 -1 3

4 -2

onfy eels ) on{3efr )
2 _ 4 — -3 4 1
—4 1 -2 3 [o -2 3

e) A=(2 3 -1),B=| 0 f)A=|4 0 -1|,B=|-1 0 4
3 7 -3 1 2 0 -3
Solucioén:
1 0)(1 1 11 1 1Y1 0 3 -1
a) AB = . = ;. BA= = .
2 -1){3 -2} (-1 4 3 -2)\2 -1) \-1 2
3 -1 -10 1 0
-2 0 1
b) AB=|2 0 =l -4 0 2
4 -1 3
4 -2 ~16 2 -2
3 -1
-2 0 1 -2 0
4 -1 3 ,| (22 -10
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o=y 23 ) et 3G G D)

En este caso puede observarse que AB = —-BA.

2\(3 -2 . 3 2\ 2 12
d) AB = . — No puede realizarse. BA= . = .
-3/\4 1 4 1 )3 5

~4 —4 -8 -12 4
e) AB=(2 3 -1){ 0 |=-11; BA=|0[{2 3 -1)=|0 0 O
3 3 6 9 -3

1 -2 3)0 -2 3 8 -2 -14
f)AB=4 0 -14{-1 0 4 |=|-2 -8 15 |;
7 -3 1)l2 0 -3/ (5 -14

0 -2 31 -2 3 13 -9
BA=|-1 0 4 |{4 0 -1|=|27 -10

2 0 -3J){7 -3 1) (-19 5

w = 01 o

5. Calcula todos los productos posibles de dos factores con las matrices:

1 0
0 2
1 -10 0 -2
0 3 -2 3 4
2 3
-5 6
Solucion:
Pueden hallarse los productos: A-C, C-Ay B-A.
0 2 0 2 0 6 -4
1 -1 Oj (1 —2) (1 -1 0]
AC = -1 4=  CA=|-1 4 =|-1 13 -8|.
0 3 -2 -7 6 0 3 =2
2 3 2 3 2 7 -6
1 0 1 -1 0
0 2|1 -1 0 0 -6
3 4 |\0 3 =2 3 9 -8
-5 6 -5 23 -12

1 -2 2 -6
6. Dadas las matrices A= (2 4]y B= (1 3], halla los productos AB y BA. Ademas de

que no se cumple la propiedad conmutativa, ¢qué otro comentario puede hacerse?
Solucién:

N Y i TS e (e B el

Ademas de que no se cumple la propiedad conmutativa, puede observarse la propiedad

WwWw.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Soluciones de los problemas propuestos. Tema 1 4
relativa a divisores de cero: el producto de dos matrices no nulas da la matriz nula.

: 1 -2 -2 -1 -2 5
7. Dadas las matrices A= , B= yC= , comprueba que AB =
2 -4 -1 -3 10

AC,y, sin embargo, B = C.
Solucioén:

1 -2\(-2 -1 0 5 1 -2y-2 5 0 5
AB = = ;  AC= = :
2 —-4)\-1 -3 0 10 2 -4)\-1 0 0 10
En efecto, AB = AC, y, sin embargo, B = C. Esta advierte que en el calculo matricial no puede
simplificarse.

, a 1 , 12 -1
8. Paralamatriz A= 0 , calcula el valor de a para que A“ — A= .

0 20

Solucioén:

; 12 -1 12 -
0 20 0 20

a 1 Ya-1 1 12 - a’-a -1 12 -1
= = N - =
0 -al 0 -a-1 0 20 0 a’+a 0 20
{az—azlz {a:4; a=-3
= =

a’+a=20 a=4 a=-5
La Unica solucion comuln es a = 4.

. 0 a 3
9. a) Halla las matrices A= b 0 que cumplen que A° = A.

b) Para esas matrices y para el valor a = -2, calcula A™ + A" + A",
Solucion:

2) A 0 a)0 a) (ab 0 A AZA- ab 0)0 a) (0 a’
b ojb o) L0 apn) = {0 ab)b 0) lan? o0 )
a’b=a {a:O; b=0

= -
ab®=b ab=1 b=1/a
La solucién a = b = 0 no tiene interés, pues es evidente.

Para que A® = A es necesario que {

. . 0 a
Por tanto, la matriz pedidaes A= :
1/a O

b) Para a = -2, se tiene:

0 -2 1 0
A= = A= = A=A At=1.. A= A=A AR =,
1/2 0 0 1

Por tanto:

10 0 -2 10 2 =2
AP+ A+ AV = + + = :
01 -1/2 0 01 -1/2 2
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i l a ., . .
10. Dada la matriz A= (0 lj’ encuentra la expresion general de A". ;Cual es la matriz

A —10A?
Solucion:
Segunda y tercera potencias:

R N I T e B (|

: . (1 na
Puede hacerse la conjetura: A :(O 1}.

Es evidente que se cumple para n =1 (también paran = 2 y n = 3). Supuesto que se cumple
hasta n hay que ver que se cumple para el siguiente, paran + 1.

AN _ 1 na)l a) (1 a+na) (1 (n+Da
_(o 1](0 J—[o 1 j_(o 1 )

. . . 1 na
Por tanto, la conjetura es cierta y puede afirmarse que A" = [0 1 ]

En consecuencia,
10 1 10a 1 a 1 10a 10 10a -9 0
A" —-10A = -10 = — = )
0 1 01 0 1 0 10 0 -9

Comprobacién de algunas propiedades

11. Una matriz A se llama nilpotente si A-A-...-A=0. Comprueba que la matriz

1 1 3
A=| 5 2 6 |esnilpotente.
-2 -1 -3
Solucion:
Multiplicando tres veces se tiene que AAA=A’>=0.
En efecto:

1 1 3)y1 1 3 0O 0 O
AA=|5 2 6|5 2 6(={3 3 9
-2 -1 3){-2 -1 3 -1 -1 -3
0 0 O0)y1 1 3 0 0O
AAA=3 3 95 2 6|=/0 0 0].
-1 -1 3){-2 -1 -3 0 0O

12. Una matriz A se llama involutiva si cumple que A> = A-A=1. Comprueba que la matriz
7 6

A= es involutiva.
-8 -7

Solucion:
En efecto:
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" 7 6Y7 6) (49-48 42-42) (1 o_I
-8 -7)\-8 -7) |-56+56 —48+49) |0 1)

13. Una matriz A se llama idempotente si cumple que A* = A-A= A. Comprueba que la

-1 2 -6
matriz A=| 2 -1 6 | esidempotente.
1 -1 4
Solucion:
-1 2 -6)(-1 2 -6 1+4-6 -—-2-2+6 6+12-24
AA=2 -1 6|12 -1 6 |=|-2-2+6 4+1-6 -12-6+24|=
1 -1 4){1 -1 4 -1-2+4 2+1-4 -6-6+16
-1 2 -6
=12 -1 6 |=A.
1 -1 4

14. Una matriz A se llama periddica de periodo p si A** = A. Comprueba que la matriz

4 -3 -3

A=| 5 -4 -4 esperiddica de periodo 3.
-1 1 0

Solucion:

Hay que ver que se cumple que A =A.
4 -3 -3\(4 -3 -3 4 -3 0
A=|5 4 4|5 -4 —4|=4 -3 1|
-1 1 0)\-1 1 0 1 -1 -1
4 -3 04 -3 0 4 -3 -3
A=AAN =14 -3 114 -3 1|=|5 -4 4|
1 -1 -1){11 -1 -1) (-1 1 O
— Puede ser interesante comprobar que A*=1.

1 - 1 1
15. Dadas las matrices A = y B= .
2 4 -1

a) Calcula A-B y B-A. (Se cumple que AB=B-A?
b) Comprueba que (A+B)* = A* + B?.
Solucién:
1 -1)(1 1 -3 2 1 1)1 -1 3 -2
a) AB= = B-A= = .
2 -1)\4 -1 -2 3 4 -1){2 -1 2 -3

Es evidente que A-B = B-A.

b) Dado que AB =-B-Ayque (A+B)=A’+AB+B-A+B? = A°-BA+BA+B* =
(A+B) = A? + B2
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También puede verse multiplicando.

16. Una matriz A es ortogonal si cumple que A-A' =1 ; esto es, cuando su inversa coincide
a 0 a

con su traspuesta. Halla el valor de a para que sea ortogonal lamatriz A={a 0 -a|,

01 O
Solucién:
a 0 ala a 0) (100 2> 0 0) (1 0 O
AA'=la 0 —-al{0 0 1|=/0 1 0|=| 0 2a? =0 1 0|=
01 0)la —a O 0 01 0 0 1 0 01
) 1
= 2a _1:a_iﬁ.
1 -2 3 -3
17. Paralas matrices A=|3 0 |y B=|-5 2 | comprueba las siguientes propiedades:
4 -5 1 0
a) (A = A b) (A+B) =A' +B' ) (KA} =kA
Solucién:
1 -2 1 -2
a) A=[3 0 :At:(l > 4]:(A‘)t:3 0
-2 0 -5
4 -5 -5
1 -2 3 -3 4 -5
b) A+B=[3 0 |+|-5 2 |=|-2 2 :>(A+B)t=(45 _22 55}

4 -5 1 0 5 -5

. . 1 3 4 3 -5 1 4 -3 5
A +B = + = .
-2 0 -5 -3 2 0 -5 2 -5

k -2k
k 3k 4k 1 3 4
c) kA={3k 0 |= (kA) = =k =k-A'.
-2k 0 -5k -2 0 -5
4k -5k
1 -2
. 2 -1 0 " -
18. Para las matrices A=|3 0 |y B= 4 6 3 comprueba que (AB) =B"A".
4 -5
Solucion:
4) (AB) =B"A".
1 -2 10 11 -6 10 6 28
2 -1 0 t
AB=13 0 | =|6 -3 0 |=(AB)=|11 -3 26 |;
4 -5 28 26 -15 -6 0 -15
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2 -4 10 6 28
nt 1 3 4
BA=-1 -6} =111 -3 26
-2 0 -5
0 3 -6 0 -15

19. (Propuesto en Selectividad 2006, Castilla 'y Leon)

10 10
Halla las matrices A cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad: A(l 1] = (1 JA

Solucion:

. ab
Si A= ( J se desea que:
c d

a byl 0 1 0a b a+b b a b
= = = =
c di\1 1 1 1)\c d c+d d a+c b+d
a+b=a
b=b

= = b=0;a=d;c=c.
c+d=a+c

d=b+d

. . . . . . a o0
La solucion del sistema viene en funcion de dos indeterminadas, ay c. Luego, A= [ ] .
cC a

0
Una de las matriceses A= ( 3} , que se obtiene dando los valoresa =3y c=-2.

Rango de una matriz

20. Utilizando transformaciones de Gauss halla el rango de las siguientes matrices:

1 -2 3 1 0 2 1 -3 -1 -1
a)A=|-2 0 1 byB={2 -1 1 c)C=(2 -6 -2 O
5 -2 1 1 2 8 -1 3 1 2
Solucioén:
1 -2 3 1 -2 3
a A=|-2 0 1| > A=F2+2F10 -4 7 |—>rango=2.
5 -2 1 F3-5F1{6—8—14
1 0 2 1 0 2
b)B={2 -1 1|—>B=F2-2F10 -1 -3|—> Surango es 2.
1 2 8 F3-F1\6—2—6-
1 -3 -1 -1 1 -3 -1 -1
c)C=|2 -6 -2 0|>C=F2-2F1j]0 0 O 2 | — Surangoes 2.
-1 3 1 2 F3+F1{6—60—0—1
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21. Determina, en funcion de los valores de a, el rango de las matrices:

111 111 11 1
a) A=|2 2 1 by A=|1 2 1 c)A={0 1 1
11 a 11 a 11 a?
Solucién:
1 11 11 1
a) A={2 2 1|—> A=F2-2F10 0 -1 | —elrangoes 2 paracualquier valor de
11 a F3-F1{0-0 a-1

a: en todos los casos, las filas 2 y 3 son proporcionales.

111 11 1

b) A=|1 2 1|—> A=F2-F10 1 0 | —elrangoes2sia=1;es3enlosdemas
11 a F3—-F1{0 0 a-1

casos.
111 11 1

c)A=|0 1 1 |-> A= 0 1 1 —elrangoes2sia==+1;es3enlos
11 a? F3-F1{0 0 a’-1

demas casos.

22. Determina, en funcion de los valores de a, b y c, el rango de la matriz
1 1 1

A=| a b C
b+c a+c a+bh

Solucién:
1 1 1 1 1 1
A=| a b c |—> A= a b c
b+c a+c a+b F3+F2la+b+c a+b+c a+b+c
Por tanto:

Si a, by cson iguales (cualquiera que sea su valor) el rango es 1: las tres filas seran
proporcionales.

Si a, by cnoson iguales (cualquiera que sea su valor) el rango es 2: las filas 12 y 32 siempre
son proporcionales.

Inversa de una matriz

2
23. Dada la matriz A= (1 2}’ comprueba que su inversa es ella misma; esto es, que

At=A.
Solucion:

2
Para comprobarlo basta con ver que A-A™ =1 . En efecto, si A™ = (1 2] , multiplicando:
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L, (2 -3)(2 -3 4-3 —6+6 10
AATL= | = = =1.
1 -2){1 -2 2-2 -3+4 0 1
24. Halla por dos métodos distintos (directamente y aplicando el método de Gaus—Jordan) la
inversa de cada una de las siguientes matrices, si existe.

a)Az[l 3) b)B:[3 1) C)C:(l 3}
2 5 —2 2 2 6

Solucién:
a) Directamente:

4 (a b L, (1 3Ya b a+3c b+3d 10
Sea A" = = AA = = = =

c d 2 5\c d 2a+5c 2b+5d 01
a+3c=1
2a+5¢c=0
b+3d =0

2b+5d =1
Por el método de Gauss—Jordan:

1 31 0 1 3|1 O 1 31 0
(A|I): — — —
2 50 1 F2-2F1l0 -1-2 1 -F2\0 12 -1
F1-3F2(1 0-5 3 . (-5 3
— = A" = .
0 112 - 2 -1
b) Directamente:

. (a b _1 3 1)Ya b 3a+c 3b+d 10
SeaB ™ = = BB = = = =
c d -2 2)\c d —2a+2c —-2b+2d 0 1

-5 3
= a=-5c¢c=2:b=3,d=-1—> A‘lz(2 J.

3a+c=1

_2a+2c=0 14 -1/8
A+ =Y L a=14c=14b=1/8 d=3/8 B = .
3B+d=0 14 3/8

_ob+2d =1

Por el método de Gauss—Jordan:

3 11 0 Fi1+F2( 1 31 1 1 31 1
(B|I): - — >
-2 20 1 -2 20 1 F2+2F1 0 8|2 3
1 31 1 F1-3F2(1 0|6/8 -1/8 L, (14 -1/8
— — =B = :
F2/8(0 1]2/8 3/8 0 12/8 3/8 1/4 3/8
c) Directamente:
L, (a b L, (1 3Ya b a+3c b+3d 10
SeaC ™ = = CLC = = = =
c d 2 6)c d 2a+6¢ 2b+6d 0 1
a+3c=1
2a+6c=0

b+3d =0
2b+6d =1

— El sistema es incompatible. Esto indica que la matriz no es invertible.
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Por el método de Gauss—Jordan:

1 31 0 1 31 0 : N
(C|I ): - — En la matriz de la izquierda aparece
2 60 1 F2-2F10 0-2 1

una fila de ceros, lo que significa que la matriz no es invertible.

25. Aplicando el método de Gaus—Jordan halla, cuando exista la inversa de cada una de las
siguientes matrices.

111 11 1 1 -11
a) A=|0 1 1 byB=|1 2 -1| ¢ C=[-1 2 1
112 21 0 1
Solucion:
111100 1111 00
a) (Al)=|0 1 10 1 0| » 0110 10|
11200 1) F3-F1{0 0 -1 0 1
FI-F3(1 1 02 0 -1} F1-F2(1 0 01 -1 0
> F2-F3/0 1 001 1 -1|- 0101 1 -1l
00 1-10 1 001-1 0 1
1 -1 0
La matriz inversa buscadaes A" = 1 1 -1].
-1 0 1
11 1|1 0 0 11 1|1 00
b)(BI)=|1 2 -10 1 0] > F2-F1{0 1 -2-1 1 0|
2 1 00 0 1) F3-2F0 -1 -2-2 0 1
11 1|1 00 11 11 0 0
- 01 -2-110|-> 01 -2-1 1 0 |->
F3+F2\0 0 -4-3 1 1) (F3)/(-4)0 0 1(3/4 -1/4 -1/4

FI-F3(1 1 01/4 1/4 1/4 F1-F3(1 1 0-1/4 -1/4 3/4
— F2+2F3/0 1 01/2 112 -1/2|—> 0 1 012 1/2 -1/2|.
0 0 13/4 -1/4 -1/4 0 0 13/4 -1/4 -1/4
-1/4 -1/4 3/4

La matriz inversa buscadaes B* =| 1/2 1/2 -1/2/|.
3/4 -1/4 -1/4

1 -1 11 0 0 1 -1 11 00
oCl)=|-1 2 20 1 0| >F2+F0 1 21 1 0|-
1 0 30 0 1 F3—-F1{0 1 2-1 0 1
Como en la submatriz izquierda aparecen dos filas repetidas, la matriz C no tiene inversa.

WwWw.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Soluciones de los problemas propuestos. Tema 1 12

2

1 3
26. Calcula la matriz A que haga que [4 2) = A(S

1) Sin calcular la matriz inversa; 2) Calculandola.
Solucion:

. a b 1 3 a bY2 1 1 3 2a+5b a+3b
1)Si A= = = — - -
c d 4 2 c d\5 3 4 2 2c+5d c+3d

1=2a+5b a=-12

1 .,
3] Halla la solucién de dos maneras:

3=a+3b b=5 -12 5

= = A= .
4 =2c+5d c=2 2 0
2=c+3d d=0

(1 3} A{z 1} (1 3}(2 1\
2) De = = . =A.
4 2 5 3 4 2)ls 3

Célculo de la inversa:

2 11 0 (F1)/2(1 1/2L/2 0 1 1/2/1/2 0
(M|I): - - - —
5 30 1 5 3|0 1 F2-5F1l0 1/2|-5/2 1

1 1/21/2 0 F1-(F2)/2(1 0|3 - .
2F2(0 1|-5 2 0 1-5 2

1 32 1\° (1 3Y3 -1\ (-12 5
Por tanto, A= = = .
4 2)5 3 4 2] -5 2 2 0

27. (Propuesto en Selectividad 1997, Madrid)

, . . ro— .

Calcula los valores del parametro A para que la inversa de la matriz A= (5 J coincida
con su opuesta.
Solucioén:

N 5 -A 21 =2 10
SIAT=—A= A A=-AA=I = = =

-5 A\5 - 01
-2 +10 0 10
|77 = —10-22 =1 =) = 13,
0 10—\ 01
Otros problemas
-1 0 1 2 -1 1
: 2X =3Y =A .
28. Resuelve el sistema ,siendo A=| 3 1 -1 yB=|0 1 3].
3X+4Y =B
2 1 0 2 -2 1
Solucion:
Aplicando el método de reduccion para la resolucion de sistemas:
2X -3Y =A 2X -3Y =A
= =
3X+4Y =B 2E2-3E1|17Y =2B-3A
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2 -1 1 -1 0 1 7 -2 -1 7 -2 -1
=17 =2¢0 1 3|-3{3 1 -1|=/-9 -1 9 :>Y=%-—9 -1 9
2 -2 1 2 1 0 -2 -7 2 -2 -7 2

Si se elimina la matriz Y se tiene:
2X-3Y =A 2X -3Y =A
p— =
3X +4Y =B 3E2+4E1|17X =3B +4A

-1 0 1 2 -1 1 2 -3 7 2 -3 7
=17X=4{3 1 -1|+3{0 1 3|=|12 7 5:X:%-12 7 5.
2 1 0 2 -2 1 14 -2 3 14 -2 3
. 1 -4 X -2 1 8
29. Dadas las matrices: A= , B= yC= :
0 1 0 x 01

a) Encuentra el valor de x para que B* = A.
b) Encuentra el valor de x para que A+2B+C =1, siendo | la identidad de orden 2.
Solucién:

2\(x -2 (2 - 1 -4
a) B2 =| o R — A= x=-1.
0 x )0 x 0 x 0 1
1 4 2x -4 1 8 10
b) A+2B+C=1= + + = =
0 1 0 2x 01 0 1

2+ 2X 0 10 1
= = =2+2X=1=>Xx=——.
0 2+ 2X 01 2

4 -3
30. Resuelve la ecuacion matricial: X-(l 1]: 0 5
-11 1 7
Solucién:
Puede hacerse de dos formas.
IS
1) Utilizando la matriz inversa—» X =|0 5 (_1 J .
-1 7
a b
2) Suponiendo que lamatriz X ={¢c d | >
e f
Hay que observar X debe ser de dimension 3 x 2.
Aqui se resolvera de la segunda forma:
a b 4 -3 a-b a+b 4 -3
c d(l 1)20 5 |[=|c-d c+d|=|0 5 | =
S W e—f e+f) (-1 7
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{a za:%;bz—z, {C C=§;d=g, {e =e=3f=4.

a+b=-3 2 c+d:5:> e+f=7
1/2 712
Por tanto, X =|5/2 5/2
3 4

31. Una fabrica de electrodomésticos ha vendido en los ultimos tres afos lavadoras (L) y
secadoras (S). La matriz A expresa las unidades vendidas; la matriz B da el precio de venta, en
euros, de cada electrodomeéstico.

L S

480 370) 2013
B=|460 360 | 2014
500 340) 2015

a) Halla la matriz B-A. ¢ Cuanto se ingreso cada afio por la venta de esos electrodomeésticos?

¢ Qué elementos de la matriz B-A dan esa informacién?

b) ¢En qué orden hay que multiplicar las matrices para obtener los ingresos por venta de cada
electrodoméstico durante esos tres afios? ; Qué elementos de esa matriz dan esa informacion?
Solucion:

480 370 2494000 5820000 3977000
3500 7500 4200
a) B-A=| 460 360 || =| 2402000 5610000 3840000 =C.
2200 6000 5300
500 340 2498000 5790000 3902000
En el 2013 ingreso el resultado del elemento ¢, = 480-3500 + 370-2200 = 2494000 €.
En 2014, c,, = 4607500 + 360-6000 = 5610000 €.
En 2015, c,, =500-4200+ 3405300 = 3902000 €.
Los demas elementos de la matriz C no tienen ningun significado en este contexto.

2013 2014 2015

(3500 7500 4200) L
12200 6000 5300, S

b) Hay que multiplicar A por B.

480 370

__(3500 7500 4200) 460 360 __(7230000 5423000]__

~ (2200 6000 5300 | 6466000 4776000,
500 340

El elemento d,, =3500-480 + 7500-460 + 4200500 = 7230000 € da los ingresos obtenidos por

la venta de lavadoras en esos tres anos.
El elemento d,, =2200-370+6000-360 + 5300-340 = 4776000 € da los ingresos obtenidos por

la venta de secadoras en esos tres afos.

32. En una prueba de pentatlon, que constan de carreras de 200 y 1500 m, de salto de longitud y
lanzamientos de disco y jabalina, de tres atletas A1, A2 y A3 han obtenido las puntuaciones que

200 1500 Lon Dis Jab

. _ Al (8 7 6 5 6 ., .
se indican en la matriz A= . La ponderacion de cada prueba varia
A2 |6 4 6 3 10

A3 \9 6 7 2 5
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J1 J2 J3
200 (2 1 15
A - - . 1500 |2 3 2
segun el jurado Ji (i =1, 2, 3) que califique, como muestra la matriz J = .
Lon |2 2 3,5
Dis |2 2 15
Jab 2 2 15

¢ Cudl seria la puntuacion de cada atleta dependiendo de cada jurado? Si la puntuacion definitiva
se halla sumando las de los tres jurados, ¢cémo se establece el podio de la prueba?

Solucion:

La puntuacién obtenida por Al segin J1 es: 82+7-2+62+52+6-2=64; segun el juez J2:
81+73+6-2+52+6-2=63, que son el resultado de multiplicar la primera fila de A por la
primera y segunda columna de J, respectivamente. En los demas casos es analogo.

Por tanto, haciendo el producto

15

2 1

J1 J2 J3 Sumas

8 7 6 5 6)\/2 3 2
Al (64 63 63,5 190,5

AJ=|6 4 6 3 101{2 2 35|= —

A2 |58 56 57,5 1715

9 6 7 2 5|2 2 15
A3 (58 55 60,5 173,5

2 2 15

Puede observarse, por ejemplo, que el juez 3, J3, daria 1°a Al (63,5), 2° a A3 (60,5) y 3°a A2
(57.,5).

Haciendo las sumas de los tres jueces, el primer puesto sera para Al, el segundo para A3y el
tercero para A2.

10
33. Comprueba que A* =2A—1, siendo A:( j Utiliza la igualdad anterior para
3 1

determinar la inversa de A'y AS,
Solucioén:

, (1 0)1 O 10
Por una parte: A° = | = .
3 1)\3 1 6 1
10 10 2 0 10 1 0
Por otra: 2A—1 =2- — = — = .
31 01 6 2 01 6 1

Efectivamente A* =2A—1.
Si A>=2A-1 = | =2A-A’= | = (21 - A}A.

Por tanto, existe una matriz, 21 — A, que multiplicada por A da la identidad. Esa matriz es la
inversade A: A =21 —A.

L, (20 10 1 0
Luego, A~ = - = :
0 2 31 -3 1
., , (1 01 O 10
Comprobacion: A-A™ = ' = =1.
3 1){-3 1 0 1

Calculo de A®:
De A’ =2A—1 = A'=(2A-1)}2A—1)=4A° —4A+1 = (Se sustituye A*> =2A—1)
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= A*=4Q2A—-1)-4A+1=4A-3I.
A° = A’A* = (2A— I H4A-31)=8A? ~10A+3l = (Se sustituye A =2A—1)
= A°=8(2A—1)-10A+3l =6A-5I

10 1 0 1 0
Por tanto: A° =6 -5 = .
31 0 1 18 1

34. (Propuesto en Selectividad 2016, Andalucia)

. 1 2 2 -1 3 -1 1 0
Sean las matrices A= , B= yC= :
-1 -3 4 0 1 2 3 2

Resuelve la ecuacion matricial A*>-X +C =2B.

Solucion:

a) Como By C son matrices de dimension 2 x 3, para que la operacion A’-X +C =2B pueda
hacerse es necesario que el producto A*.X sea también una matriz de dimension 2 x 3; Luego

X debe ser de la forma: X = a b c )
d e f

La ecuacion A>-X +C=2B < A®>X =2B-C.
Como:

, (1 2)\(1 2 -1 4
A = L = .
-1 -3){-1 -3 2 7
2 -1 3) (-1 1 0 5 -3 6
y 2B-C =2 - = :
4 0 1 2 3 2 6 -3 4
Se tiene que:

) 5 -1 -4\(a b c 5 3 6
A>-X+C=2B = AX=2B-C = | = :
2 7)\d e f 6 -3 4

Multiplicando e igualando:
-a-4d -b-4e —c-4f B 5 -3 6 .
2a+7d 2b+7e 2c+7f) (6 -3 4
—-a—-4d =5 a=>59 -b—-4e=-3 b=-33 [-c-4f =6 c=58
= — ; — ; — .
2a+7d =6 d=-16 |[2b+7e=-3 e=9 2c+7f =4 f =-16
59 -33 58j

La matriz pedidaes X =
-6 9 -16

Observacion: La matriz X se encuentra con mas rapidez aplicando la matriz inversa, pues:
ALX+C=2B = AZX=2B-C = X =(A?) (2B-C).
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