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Estudio de funciones mediante limites y derivadas

Observacion: La mayoria de estos ejercicios se han propuesto en las pruebas de Selectividad, en los
distintos distritos universitarios esparioles.

1. El precio del billete de una linea de autobts se obtiene sumando dos cantidades, una fija 'y
otra proporcional a los kilémetros recorridos. Por un billete entre las poblaciones A y B se ha
pagado 20 € y por un billete entre las poblaciones A y C se ha pagado 32 €. Si la distancia de
A a C es doble el de la distancia de A a B, calcular de forma razonada cuanto se tendra que
pagar por un billete a una poblacion que dista de A la mitad que B.

Solucion:
Si a es la cantidad fija y b la proporcional, la funcion que da el precio del billete en funcion de
los kilometros, X, recorridos sera:

p(Xx) =a+bx
Por una distancia d, la que hay entre A y B, se paga20 euros, luego: 20=a+ hbd
Por doble distancia, la que hay entre A y C, se paga 32 euros, luego: 32=a+2bd

Restando ambas ecuaciones: 12=hd = b= 1d_2

Sustituyendo,12 = bd, en la primera ecuacion: 20=a+ 12 = a=38.
Por tanto, p(X) =8+ %2 X.
En consecuencia, para una distancia de d/2 habra que pagar:

p(d/2)=8+%%=8+6=14 euros

-x?-2x si  x<0
2. Dada la funcion f(x)=9 —1+2x si 0<x<I.
—x*4+2x si x>1

a) Representa graficamente f.
b) Estudia su continuidad en los puntos X=0y X = 1.

Solucion:
a) Es una funcion definida a trozos, compuesta por dos trozos de parabola y un trozo de recta.
Ambas funciones pueden representarse dando valores. Los damos en la siguiente tabla:

X | -3 -2|-1]01]01]05| 1 |11 2 3 4
fx)| -3 | O 1 0 |-0.8] O 1 {099 0 | -3 | -8

Se obtiene la figura:

/ N\
A

b) A partir de la grafica es evidente que la funcidn es discontinua en x = 0 y es continua en X =
1.
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Aplicando limites laterales se tiene:
Enx=0:
six—> 07, f(X)=—x>+4 50
six—>0", f(X)=—x+2 - -1
Como no coinciden los limites laterales, la funcion no es continua en X = 0.

Enx=1:
six—> 17, f(X)==1+2x —> 1
six—> 17, f(x)=x-2 > 1
Como coinciden los limites laterales, la funcién es continua en X = 1.

2 .
-X"+4 Xx<-1
3. Dada la funciéon f(X):{ | 2| S% v
X— si X>-—

a) Representa graficamente f.
b) Estudia su continuidad.

Solucion:
a) Es una funcion definida a trozos, compuesta por un trozo de parabola y dos trozos de recta,
pues atendiendo al valor absoluto

-x*2+4  x<-1
f(X)=4 —=x+2 —-1<x<2
X—2 X=>2

Ambas funciones pueden representarse dando valores. Los damos en la siguiente tabla:

x | 3] 2o 1273
fyl s o3[ 21101

Se obtiene la figura:

|
|
|
|
-3 2 -1 1 2 3 4
-1
-2

b) A partir de la gréfica es evidente que la funcidn es continua en todos sus puntos.
Aplicando limites laterales tenemos:
Enx=-1:
six—> -1, f(X)=—x*+4 >3
six—>-1", f(X)=—x+2 53
Como coinciden los limites laterales, la funcidn es continua en x = —1.
Enx=2:
six—>2, f(X)=-x+2 >0
six =2, f(X)=x=2 >0
Como coinciden los limites laterales, la funcién es continua en x = 2.
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In X 0

4. a) (Cudl es el dominio de la funcion f(x)=—; .
X —

X+1

b) Calcula y simplifica la derivada de la funcion f(X) = R
X"+

Solucién:

a) Dom(f) = (0, +o0) — {2}

La funcion In X so6lo estd definida para X > 0.
El denominador (x> — 4) se anula en X = 2 (y en X = —2, pero ese valor ya estd excluido).

, (X +D)—(x+1)2x —x*-2x+1
b) f = =
)T (x> +1)° (x> +1)°

2 J—
5. Dada la funcion real de variable real definida por f(X) = 2)(—X .
X®=3X+2

a) Halla su dominio de definicién
b) Estudia su continuidad.
c¢) Calcula sus asintotas, si las hubiera.

Solucién:

a) La funcién no esta definida cuando se anula el denominador: cuando x* —3x+2=0,
cuyas soluciones son x =1y x = 2.
Por tanto, Dom(f) = R — {1, 2}.

b) Por lo dicho en el punto anterior la funcion es discontinua en x = 1 y en x = 2. Para ver el
tipo de discontinuidad calculamos el limite de la funcién en ambos puntos.

Enx=1:

ol x2—3x+2 |0
Como el limite existe, la discontinuidad puede evitarse. Se evita definiendo f(1) = —1.

2
lim—=> % _ 0 =lim x(x=1) — lim—= =-1.
oL (X=1)(X=2) x1x=2

Enx=2:
L XP =X 2
lim—————=—=wx
-2X"=3x+2 0
En este caso, la discontinuidad no puede evitarse.

¢) El resultado del limite anterior nos informa que la funcién tiene una asintota vertical, la
recta X = 2.

2
cr , . . X=X ., ,
También tiene otra asintota horizontal, pues lim —————=1. La ecuacion de esta asintota

Xk X7 —3X+2

esy=1.
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x+2 SiX<2
6. Se considera la funcion f(X) = 3X)§ B 12X .
— six>2
X+2

a) Determina si f(X) es continua en X = 2.

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(X) en el punto X = 3.

c¢) Calcula sus asintotas oblicuas.

Solucion:
a) El valor de la funcion en x =2 es f(2) =4.

Limites laterales:
Si x—>2, f(x) > 4.
Si x—>2", f(x) > 2.
Como no existe el limite, la funcidn no es continua en X = 2.

2 J—
b) En x=3, f'(x)zw% f(3)=2; f’(3):2
(X+2) 5 25
21 59
Latangente es: Yy —— =—(X—-13).
g Y= 25( )

¢) Asintota oblicua: y = mx + n, siendo
2
f(x) ~ lim 3x° —2x _3

m= lim =3y
X—>+0 X x—o X(X+2)
2
n=lim () =m0 = lim (2% _3x) = lim —°X = _g
X—>400 X—+0 X+ 2 X—+0 X + 2

La asintota es: y =3x— 8.

Por la izquierda, hacia —oo, la funcion tiene una asintota horizontal: la recta y = 1. No hay

asintotas oblicuas.
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(x=3)

7. Dada la funcion real de variable real definida por f(x) = 3
X+

a) Determina las asintotas de la funcién.
b) Calcula sus maximos y minimos y determinar sus intervalos de crecimiento.

Solucion:
a) La funcién no esté definida en X = —3. En ese punto tiene una asintota vertical de ecuacion

2
X =-3, pues lim-———— (x=3)" _
x>-3 X+3

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador supera en uno al grado del
denominador. Su ecuacion sera Y = mx + n, siendo:

()_| x=3)" |fmw

m = lim - =1
xow X x> X(X4+3)  xoe X7 +3X
2
n=Ilim(f(x)—mx)=Ilim u—x :Iimﬂ:&
X—>0 X—0 X+3 X—>00 X+3

La asintota es la recta de ecuacion y = X—9.

b) Derivando se tiene:
F(x) = 2(X =3)(Xx+3)—(x=3)* _(x=3)(x+9)
(X+3)* (x+3)?
La derivada se anula en X = -9 y en X = 3, y como no est4 definida en X = -3 hay que estudiar
el signo de la derivada en los intervalos (-, —9), (-9, —3), (-3, 3) y (3, +x).

SiX € (-, -9), f (x) > 0 = la funcion crece.
Six e (-9, -3), f '(x) <0 = la funcién decrece. Por
tanto, en X = -9 se da un maximo. a4

Six e (-3, 3), f '(x) <0 = la funcién decrece.
SiXx e (3, +0), f '(x) > 0 = la funcidn crece. Por tanto,
en X = 3 hay un minimo. b h

=20 o 20
Aunque no se pide, damos su gréafica.
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3
8. Se considera la curva de ecuacion y =

. Se pide:
x> +1 P

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a dicha curva en el punto de abscisa X = 1.
b) Halla las asintotas de la curva.

Solucion:

X3

2

a) La ecuacion de la tangente sera y— f (1) = f'(1)(x—1), donde f(X)= "
X"+

OO+ -xT2x  xF4+3x?
(x? +1)? (x* +1)?

f(1)=%; f(x) f' 1) =1

Por tanto, la tangente es:
1

y—l—x—l & Yy=X——
2 2

b) La curva no tiene asintotas verticales, pues su denominador no se anula en ningln caso.
Tiene una asintota oblicua (y = mx + n), pues:
fx) x>
m=I|mQ: I|m2—:1
x—o X X—>00 X(X + 1)

X—>00 2 2

x> — X
n=1lim(f(x)—mx)= lim —X |=lim =0
X—>00 X" +1 x—0 X +1

La asintota es la recta y = X.

9. Sea considera la funcion real de variable real definida por
3

F(x) =2 —ax® +5x+10, a=0.
a
a) Halla los valores de a para los cuales la funcion f(X) tiene un maximo en X = 1.

b) Calcula los extremos relativos de f(X) para a= 3 y representar la funcion.

Solucion:

3 2
a) f(X)=X——ax2+5x+10: f’(x)=3i—2ax+5 = f,,(x):6_x_2a
a a a

Si tiene un maximo en X =1, entonces ' (1)=0yf (1) <0.
Por tanto,

i—2a+5=0 = —2a’+5%5a+3=0 = a:—%oaz&
a

Para a=—%, f"X)=-12x+1y f7(1)=-11
Paraa=3, f(X)=2x—6 yf " (1)=—4

_ . 1
Por tanto hay méximos si a = 5 oa=3.
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Obsérvese que las funciones serian, respectivamente, f(X)=-2x> +2x* +5x+10y

X3
f(x):?—3x2 +5x+10

b) Para a = 3 la funcion es y sus derivadas son:
3

f(X):X?—3X2+5x+10 = f()=x-6x+5 = f7(x)=2x-6

La derivada primera se anulaen: X=1y X =5.
Como f’’(1) =—4, en X =1 hay un maximo; punto (1, 35/3)
Como f ""(5) =4, en X = 5 hay un minimo; punto (5, 5/3).

3x? —ax

10. Para cada valor de a se considera la funcion f(X) = 5
X+

Se pide:
a) Calcula el valor de a para que f(X) tenga un minimo relativo en X = 2.
b) Halla las asintotas de la curva y = f(X) para el valor a = 3.

Solucion:
a) Para que f(X) tenga un minimo en X =2 debe cumplirse que: f '(2)=0yf "' (2)>0

(6x—a)(x+2)-(3x*> —ax) _3x*+12x-2a

Derivando: f'(X) =

(x+2) (x+2)°
Como f’(2):$20 =a=18
Veamos que, para ese valorde a=18,f "'(2) > 0:
f"x)= x 362)3 - 7Q) =§ >0

b) Para a = 3 (y para cualquier valor de a) es evidente que la funcion tiene, en x = —2, una
asintota vertical, pues:

. 3x*=3x
Iim————— =
Xx>2 X+2

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es uno méas que el grado del
denominador.
La asintota oblicua es y = mx + n, siendo:

- f(x) . 3x*-3x
m=lim——==Ilim———=3 vy
X=X X—>0 X(X+2)
2
n=Ilim(f(x)—mx) = lim u—3x :Iimﬂ:—9
X—>0 X—>0 X+ 2 x>0 X + 2

La asintota es la recta: y = 3x — 9.
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11. Dada la curva de ecuacién y = —x> + 26X calcula las rectas tangentes a la misma, que
sean paralelas a la recta de ecuacion y = —X.

Solucion:
Las tangentes pedidas deben tener pendiente —1. Luego:

y=-3x>+26=-1 = x=-3 0 x=3.

Para x = -3, se tiene que y =—51. El punto de tangencia es (-3, —51); y la recta tangente:
y+5l=-1(x+3)<y=-Xx-54.

Para x =3, y=51. El punto de tangencia es (3, 51); y la recta tangente:
y-51=-1(x-3) < y=-Xx+54.

12. Sea la funcion f(X) = 2x+sen2X.

a) Determina si tiene asintotas de algun tipo.
b) Estudia su monotonia y la existencia de extremos relativos.

Solucion:
a) No tiene asintotas de ningln tipo. Es obvio para horizontales y verticales. Veamos el caso

de oblicuas: y = mx + n.
)

m = lim Q = lim

X—o X X—>00 X

2X+sen2Xx _2,

pero

n=lim(f(x)—mx)= lim(2x+sen2X — 2Xx) = lim sen 2X, que no existe.
X—>00 X—0

X—>00

b) f(X)=2x+sen2x = f'(X)=2+2cos2Xx = f"'(X) =—4sen2xX
f'(X)=2+2c0s2X=0 = X =%+ k
En los demas puntos la derivada es positiva. Por tanto, f es monotona creciente.

. V2 . .
La derivada segunda se anula en X = By + k. Por tanto, para esos valores hay inflexion.

(También puede verse que f"""(X) = —8cos2x# 0 (vale 8) si X = g +km)
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13. a) Halla las coordenadas del minimo de la curva y = x> —4x—5.

b) Calcula el area del triangulo limitado por el eje OX y las tangentes a la curva dada en los
puntos de interseccion de dicha curva con el eje OX.

Solucion:

a) Y=X"—4x-5 = y=2x-4 =y’ =2

El minimo se da cuandoy'=0 — X=2.

Como y'’(2) =2 > 0, efectivamente, en X = 2 se da el minimo.

b) Puntos de corte d la curva con el eje OX: x> —4x—-5=0 = x=-1, x=5.
Puntos de corte: (-1, 0), (5,0)

Tangentes: y— f(a)= f'(@)(x—a)
o En(-1,0): y(-1)=0; y'(=1)=—6 = y=—6(x+ 1)

e En(5,0) y(5)=0; y(5)=6 = y=6(x-5)

y =—6(X+1)

Las tangentes se cortan en el punto (2, —18), solucion del sistema { 6(x—5)
y=0(X~-

Resulta un tridngulo de base 6 (distancia entre (—1, 0) y (5, 0)) y altura 18 (distancia del eje
OX al punto (2, —18).

Su area es: A =(6-18)/2 =54.

A continuacion se da la representacion grafica del ejercicio.

L -

A0 4

154

20 -
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X* +ax six<?2
14. Sea f(x) = 2 x>
X
a) Calcula los valores del parametro a para los que f(x) es continua en X = 2.

b) (Para qué valor del parametro a f(x) tiene un maximo o minimo en X = —1? Determina si es
maximo o minimo.
c¢) Para a =4, determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucion:

a) Para que la funcion sea continua en X = 2 deben ser iguales los limites laterales en ese
punto.

Six—>2, f(x) > 4+2a

Six—2", f(x) > 1 = l=4+2a =>a=-3/2

b) En un entorno de x =—1, f(x)=x> +ax.

La funcion tendra un extremo en x =—1si f'(-1)=0
f'x)=2x+a = f'(-)=-2+a=0 = a=2

Como f ""(x) =2 >0, en x =—1 se da un minimo.

X* +4x six<2
c)Paraa=4, f(x)= 2 SGix>2

X
Salvo en X =2, en donde la funcidn no es derivable por no ser continua, la derivada es:
2X+4 six<?2
frx)=9 =2
X

La derivada se anula en X = -2, luego:
o Six<-=2, f'(X) <0 = fes decreciente.
« Si—2<x<2, f'(x) >0 = fescreciente.
« Six>2, f'(X) <0 = fesdecreciente

six<?2

' 2% six<l1
15. Sea la funcion f(x) =14 2 Gix>1
X

a) Estudia la continuidad y la derivabilidad de f.
b) Calcula sus asintotas.
c¢) Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:
a) Ambas funciones son continuas en todo su dominio. Por tanto, la tnica dificultad se
presenta en el punto x = 1.
Para que sea continua en X = 1 deben coincidir los limites laterales (en X = 1) con el valor de
f(1)=2.
Six—> 17, f(x)=2" > 2

Six— 17, f(x)=3 - 2
X
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Por tanto, la funcion es continua siempre.
El valor de la derivada, salvo en x = 1, que es donde presenta dificultades es:
2¥In2 six<l1
f (X) = —_2

X2

Six—> 17, f'(x)=2"In2 - 2In2

six>1

. , -2
Six> 1", f')=— > -122
X
Como las derivadas laterales no coinciden, la funcion no es derivable en X = 1.
b) Larectay =0 (el eje OX) es asintota horizontal de la curva tanto hacia —o como hacia +oo,

pues:

lim f(x)= Iim 2* =0y Iim f(x)= lim 2=0
X—>—00 X—>—00 X—>+0o0 X—>+00 X
c¢) La ecuacion de la recta tangenteen X =2es y— f(2) = f'(2)(x—2)
Se tiene: f(2) = 1; f'(2) =-1/2.
Por tanto, la tangente es:

1 1
“l=—=(X-2) = y=——X+2
y 2( ) y=-3

~(x=1)*+b si x<2
a(x-3)2+3 si x>2

Halla a y b para que la funcién sea continua y derivable.
eZX+1

(x=D*

16. a) Sea la funcion f (x) = {

b) Halla la funcion derivada de g(X) =

Solucion:
a) Como la funcion esta definida mediante dos parabolas, el tnico punto que presenta
dificultades es X = 2, en donde pueden unirse o no (continuidad), y ser derivable o no.

« Para que sea continua deben coincidir los limites laterales con su valor de definicion en
dicho punto x = 2.

Six—>2, f(X)=—(x-1)>+b > —-1+b
Six—>2", f(x)=a(x-3)"+3 > a+3
Por tanto, la funcion sera continua en x = 2 cuando -1 +b =a + 3.

. Para que sea derivable deben coincidir las derivadas laterales en x = 2.
-2(x—=1) st x<2
2a(x—3) si x>2
Veamos qué pasa en X = 2.
Six—>2, f'(X)==2(x-1) > 2
Six—2", f'(x)=2a(x-3)—> —2a = -2=-2a

Salvoenx=2, f'(X) = {
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-2a=-2
Por tanto, la funcion es derivable cuando = a=1;b=5
—-l1+b=a+3

—(X=1)*+5 si x<2

La funcion continua y derivable es: f(x) = ) .
(Xx=3)"+3 si x>2

2x+1 2x+1 2 2x+1 _
b) 9(x) = ¢ = g'(X)=2e (x=D)” —e 7 2x =) = (simplificando)
(x=1)* (x=1)°*
. g’(x) _ 292X+1(X_1)_e2x+12 _ 2(X_2)e2x+l
(x=1)° (x=1)°

17. a) Calcula los puntos de la grafica de la curva y = x> —2x* + x+1 donde la recta tangente

tiene pendiente —1/3.
b) Determina la recta tangente en ese punto.

Solucion:
a) La pendiente de la recta tangente a una curva coincide con la derivada en la abscisa del
punto de tangencia. Por tanto:

y’:3x2—4x+1:—% = 9x*-12x+4=0 = x:§

El punto de tangencia sera (2/3, f(2/3)) — (2/3, 29/27)
f((2/3)=y(2/3)=(2/3)° -=2(2/3)* +2/3+1=29/27

b) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a)) es:
y—f(a)=f'(@x-a)
En este caso:

273

18. La curva de ecuacién y =3x* —1 ylarecta y =4x+b son tangentes.

a) Determina el punto de tangencia.
b) Determina b.

Solucion:
a) En el punto de tangencia la derivada debe valer 4, que es el valor de la pendiente de la
recta tangente.

y=6x=4 = x=£:g
6 3
2
Para X:g, y :3-(gj -1 :l. El punto de tangencia es (g,lj
3 3 3 33

b) Como ese punto debe cumplir la ecuacion de larecta y =4x+Db:

1420 2 b=
3773 3
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19. Dada la funcion f(x)=ax+b+ 2 , calcular a y b de manera que la grafica de f pase por el
X

punto (2, 4) y tenga tangente horizontal en ese punto.

Solucién:

f(x):ax+b+2 = f’(x):a—i2
X X

Debe pasar por (2,4) < f(2)=2a+b +% =4
Que la tangente en ese punto sea horizontal significa que f'(2) = 0, luego:
f’(2):a—2:0 ~ a=>
4 4

Sustituyendo en la ecuacion anterior: 2-% +b +% =4 = b=-5.

3
20. Considera la funcion f(x) = ;(—0 —15x? +2500.

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 0.
b) (En qué punto de la curva es minima la pendiente de la recta tangente? ;Cual es el valor de
la pendiente minima?

Solucion:
a) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a)) es:
y—f(a)=f'@@x-a)

3 2
f(x)=;(—0—15x2 +2500 = f’(x):)l(—o—30x — f(0) = 2500; f (0) = 0

La tangente es y — 2500 = 0, que es una recta paralela al eje OX.

b) La pendiente de las rectas tangentes a f(x) en un punto genérico X viene dada por el valor de
2

f "(X). En nuestro caso por f'(x)=g(Xx)= )1(—0 —30x. (La hemos denotado por g(X) para evitar

confusiones en lo que sigue.)
El minimo de g(X) se obtiene en las soluciones de la ecuacion g’(X) = 0 que hacen positiva a la
funciéon g’ (x).

g’(x)=§—30=0 — x=150

1 .
Como g"'(x) = 3 >0, en ese valor de X = 150 se encuentra el minimo buscado.

2
15(()) -30-150 =-2250

El valor de la pendiente minima es g(150) =

NOTA: El minimo (o el maximo) de la pendiente de la recta tangente a la curva determinada
por la funcién f(X) se da en el punto de inflexion de la funcion: en alguna de las soluciones de
f’(x)=0.
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21. Se considera la funcion f(X) = 2% .
X+5

a) Razona a qué es igual el dominio de definicion de f(X).

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(X).

¢) Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f(X) y los puntos de inflexion.
d) Determina los valores de a 'y b para que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
f(X) enel puntox=-3sea y=ax+b.

Solucion:
a) Dom f=R — {-5}. Para X = -5 el denominar de la expresion racional se hace 0.

b) Derivamos:

F/(x) = 2(x+5)—22x _ 10 :
(X+5) (X+5)

Como f "(x) > 0 para todo x del dominio, la funcion es creciente en R — {-5}. Estes, fes
creciente en (—o0, —5) U (=5, +0)

-20
(x+5)°
Six<-=35, f7(X)>0 = f(x) es convexa (L)
Six>-5, f7(X) <0 = f(X) es concava (M)

No hay puntos de inflexion, pues f “"(X) # 0 para todo x.

c¢) Se hace la derivada segunda: f"'(x) =

d) La ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto (=3, f(=3)) es:

y—f(=3)= '3 (x-(-3)

-6 10 5
Como f(-3)=—=-3y f'(-3)=—=—, se tendra:
(H="=3y ((H="73=7
., 5 5.9
Ecuacion de la tangente: y+3:5(x+3) = y:§X+E
Portanto:azéybzg
2 2

x> =2 six<0
22.Sea f(x)=42x-1 Six>0

X+a
a) (Existe algiin valor del parametro a para el que f(X) sea continua en X = 0?

b) Para a =1/2 calcula los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad y
convexidad de f(X).

c¢) Paraa=2 comprueba si X =1/2 es asintota vertical de f(X).

Solucion:
a) Para que sea continua en X = 0 deben coincidir los limites laterales en ese punto.

Por la izquierda: lim f(x)= lim (x* —2) =2
X—0" X—=0"
2x—1 1

Por la derecha: lim f(x)= lim =——
x—0" x—0" X+ a a
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Por tanto —2=—l = a=l
a 2

X2 -2 six<0

b) Para a=1/2, f(x)=14x-2 siendo sus derivadas, salvo en X =0,

six=>0"’
2X+1
2X six<O0 2 six<0
Foo=1_8__ §xs0 = F0=1_"32_ Gy50
2x+1) (2x+1)

e Parax<0,f'(x)<0 y f"’(x)>0= f(x) es decreciente y convexa ().
o Parax>0,f'(x)>0y f""(X) <0 = f(X) es creciente y concava (N).

X2 -2 six<0
c) Para a=2, f(x)=42x-1 x>0

X+2

. . , . . . 2x—1
Esta funcion no tiene asintotas verticales; en particular, en X = 1/2, lim =0.

x>1/2 X+ 2
(En cambio, la recta y = 2 es asintota horizontal hacia +c0.)

23. Se considera la funcién f(x) =alnx+ x>, siendo a un parametro real.
a) Halla el dominio de definicion de f(X).
b) Comprueba si hay algin valor de a para el que f(X) tiene un punto de inflexiéon en x = 1.

c¢) Para a = -3 calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y
minimos de la funcién f(x).

d) Paraa=1 calcule lim f(x) y lim f(x)
X—>+00 Xx—0

Solucion:
a) El dominio de f es el mismo que el de In X. Por tanto, Dom(f) = R = {x € R, x> 0}.

b) f(x)=alnx+ x> tiene un punto de inflexién en x = 1 sif "’(1) = 0.

f)=alnx+x’ = f'(><)=i-ir3x2 = f"(X)Z_%+6x
X X

f"(l)=—%+6=0 — a=6
La funcidn tiene un PI en X = 1 si a = 6. Para asegurarlo hay que comprobar que f """(1) # 0.

En efecto, f"'(X):%+X - 7’1 =13
X

¢) Paraa=-3, f(X)==3Inx+x’ = f'(X)=—§+3x2
X

La derivada se anula cuando X = 1. Por tanto:
e Si0O<x<l1, f'(X)<0 = f(x)decrece
e Six>1, f'X)>0 = f(X)crece = en X =1 hay un minimo.
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d) Paraa=1, f(x)=Inx+x’, siendo:
e lim f00= lim (lnx+x) [+ o0 + 0] = +o0

X—>+00

o lim (0= I|m | (Inx+x*) = Iim Inx+ lim x> =[-o0+0]=—

x—0* x—0*

2
24. Sea la funcion f(x) = X Z6x+5 .
X-3
Determina:
a) Dominio de definicion.
b) Asintotas si existen.
c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn, asi como sus maximos y minimos,

si es que existen.

Solucion:
a) Dominio: R — {3}.

2
X7 —=6X+5 , .
b) Como lim T3 =0, la recta X = 3 es asintota vertical.
X—3 X —

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es igual al de denominador
mas 1. Esta asintota es y = mx + n, siendo:

2_
m = lim 100 _ jj X =6x5 )
X—o X Xx—o  X° —3X
2— —
nzlim(f(x)—mx):Iim(x—m—szlimﬂzﬁ
X—o0 X—o0 X—3 X—wo X —73

Por tanto, la asintota es y = X — 3.

(2X—6)(Xx—3)—(X* —6X+5) x> —6x+13
(x=3)? (x=3)?
Esta derivada no se anula en ningtin punto, pues x> —6x+13 > 0 para todo x.

En consecuencia, la funcion es creciente en todo su
dominio; luego no tiene maximos ni minimos.

¢) Derivando se tiene: f’(X) =

101

Aunque no se pide, su grafica es la adjunta.

I
|
|
|
|
|
L
A1
|
|
|
|
|
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25. Cada mes, una empresa decide el gasto en publicidad en base a los beneficios que espera
obtener dicho mes. Para ello usa la siguiente funcion, donde G es el gasto en publicidad (en

cientos de euros) y X los beneficios esperados (en miles de euros):
2

6+2x—2—  0<x<9
GY=1 " 75¢+ 5400
3+ 220 w59
10x

a) ¢Es el gasto en publicidad una funcion continua del beneficio?
b) Indica cuédndo crece y cuando decrece el gasto.
¢) Por muchos beneficios que espere, /el gasto llegara a ser inferior a 4 (cientos de euros)?

Solucion
a) Cada una de las funciones que definen G(X) es continua en su dominio. La Uinica duda se
plantea en el punto de union de los intervalos, en X = 9. Serd continua en ese punto si los

limites laterales son iguales. Veamos:
2

ﬁx—>9;Gu):6+2x—é;—>1Q5

six— 9, G(x)=3+ % — 10,5 = G(X) es continua siempre (para X > 0).
X
b) Estudiamos su derivada.
2-2 0<x<9
G =1 _15x-2160
———  Xx>9
2X

Para ver el crecimiento estudiamos el signo de la derivada — G’(X) =0 si X = 6.
e Si0<x<6,G(X)>0 = G(X) crece.

e Si6<x<9,G'(X)< 0 = G(x)decrece = en X =6 hay un maximo.

e Six>9,G'(X) <0 = G(X) decrece.

¢) Cuando X — oo, el gasto se acerca a 3 (cientos de euros), pues:
nmpa)=nm[3+15ii§ﬂﬁ}:3+

t—w t—x© 10x 2

Por tanto, el gasto siempre sera inferior a 400 euros.
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