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VECTORES EN EL ESPACIO: DEFINICIONES Y OPERACIONES BASICAS

Definicion de espacio vectorial
Un conjunto E es un espacio vectorial si en ¢l se definen dos operaciones, una interna (suma) y otra
externa (producto por nimeros reales, R), cumpliendo las siguientes propiedades:

Suma Producto por nimeros
l.a+b=b+a 5.n@+b)=rda+Ab
2. (A+b)+c=a+(b+¢©) 6. (M+p)ya=1a+pd
3.a+0=4a 7. (Ap)a =21 (ua)

4. 8+(-8)=0 8. la=4a

(4, b, ¢ e E) (. neR)

El vector 0 es el neutro de la suma; —a es el opuesto de a; 1 es el neutro, la unidad, del producto
de nimeros reales.
A cualquier elemento de E se le llama vector.

El espacio vectorial R®
El conjunto de los puntos del espacio, R®, es un espacio vectorial. Sus elementos son de la forma (X,
y,z)o (a,,a,,a,). Este espacio vectorial es de dimension 3: largo, ancho y alto. Sus puntos se

representan en el triedro cartesiano.

— Las operaciones suma y producto por nimeros se definen asi: 21‘[ L33
Suma:  (a,,a,,a,)+(b,b,,b,)=(a +b,a, +b,,a,+b,) e
Producto: A(a,,a,,a;)=(ra,,Aa,,Aa,) r

Ejemplos: 0 Y

a) El elemento nulo de R® es (0, 0, 0). P P

b) El opuesto de (-3, 2, 1) es (3, -2, —1). *

©) (2,-7,0)+3(=1,1,0)— (2, -4, -5)=(2-3-2,-7+3+4,0+0+5)=(-3,0, 5).

. Correspondencia entre puntos y vectores

Entre puntos de R® y vectores libres del espacio existe una biyeccion:
A cada punto A se le asocia el vector a8 = OA. Se escribe,
indistintamente A = (a,,a,,3;) 0 d =(a,,3,,a;) .

— El uso de la misma notacion para designar puntos y vectores no
debe confundir al lector. Habitualmente el contexto aclara su
significado. Asi, puede decirse “sea el punto (a,,a,,a;)” o “sea el

vector (a,,a,,a;)”. También suele escribirse A(a,,a,,a;), sin el

signo igual, para designar a los puntos.

. La referencia usual en R®
Es {O, u,u,,u, }, siendo O el origen de coordenadas y U,,U,, U, los vectores de la base candnica.

Asi, al punto A(a,,a,,a;) se le asocia el vector d = a,U, +a,U, +a,l;; obien: d=(a,,a,,a,).

Su representacion grafica se indica en la figura adjunta.
Los ejes de coordenadas suelen denotarse con las letras X, y, z; también suele hablarse de eje OX, eje OY y eje

OZ. Para el punto A dado, se tiene: X=a,, Y =4a, y Z=4a;.
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Operaciones con vectores libres: interpretacion geométrica

Para sumar dos vectores se pone uno a continuacion del otro (el origen del segundo en el extremos
del primero). El vector suma tiene como origen el origen del primero, y como extremo el extremo
del segundo. También puede aplicarse el esquema del paralelogramo, trasladando ambos vectores al
origen.

Suma v resta de vectores Multiplicacion deun
vector por un numero

. Algebraicamente, en el espacio vectorial R®, para obtener las coordenadas de la suma o del
producto se procede como se ha indicado antes.

Esto es, si: 4 = (a,,a,,a;) y b =(b,,b,.,b;), entonces:

. d+b=(a.a,,a;)+ (b .b,.b;) = (a +by,a, +b,.a5+b;).

. d-b=(a.a,,a;)—(b;,b,.b;) = (a - by,a, -b,,a;-b;).

Observacion: BA=a-b = (a,,a,,a;)—(b,,b,,b;); AB=b—-a=(b,,b,,b;)~(a,,a,,a;).

« Ad=(Aa;,Aa,,Aa;).SiA>0,el vector Ad tiene el mismo sentido que a; si A <0, sentido
contrario.

Ejemplos:
SiA(1,-2,0)y B(3, -1, 4), se tendra:
a—(l —2,0); b =(3,-1,4);2a=2(1, -2, 0) = (2, -4, 0); -3d=-3(1, -2, 0) = (-3, 6, 0).
=a— b (1,-2,00-(3,-1,4)=(-2,-1, —4).
AB=b-3=(3,-1,4)—(1,-2,0)=(2, L, 4).

2.3. Punto medio de un segmento
Las coordenadas del punto medio, M, del segmento de extremos

A
b b, a,+b — ]
A(a,,a,,a;) y B(b,,b,,b;) son M 35 > %10, , = 5 . ‘- __H'::H b-d
2 2 2 s . TP

Como puede observarse: —

1 . N - 5

OM =OA+ L AB = m=a+.(5-a)=a+.6-~a=_(a+5). o*

2 2 2 2 2

Por tanto, M, tiene las coordenadas indicadas.

Ejemplo:
El punto medio del segmento de extremos A(1, -2, 0) y B(3, —1, 4) es:

M 1+3, —2—1’ 0+4 _[2, _E’ 2l
2 2 2 2

— Estos conceptos pueden ampliarse pinchando AQUI.
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Pequenos retos
1. Para a=(1,-2,3)y b=(3, -1, 4), halla:
a) a+b b) 2da-b c)—d+3b d) € =Ad+ub

2. Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2, 1, 0) y C(0, 0, —1), halla:
a) Los vectores AB y BC.
b) El punto medio del segmento de extremos A 'y B.

Soluciones:
1.a) (4,-3,7).b) (-1,-3,2).¢) (8, -1,9). d) (A +3u, —2% —p, 3% +4p).

31 1
2.a)AB= (1,1,1); BC=(-2,-1,-1).b) M =| =,—,—— |.
a) ( ) ( ) b) (2 5 2)
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