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PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES EN EL ESPACIO: APLICACIONES

Dados dos vectores V y W se define el producto escalar ordinario como: V- = [V|{W|-cos(V, W).

Si en la base canonica los vectores vienen dados por V = (v,,v,,V,) y W= (W, Wy, W), entonces
se define el producto escalar canoénico como: V-W = V;W, + VoW, + VaWs .

— Ambas definiciones son equivalentes, pero la segunda es mas operativa.

— Conviene observar que el producto escalar de dos vectores es un nimero real, que puede ser
positivo, negativo o cero.

Ejemplo:
Siv=(2,-1,3) y w=(4,5,0), suproducto escalar vale:
vw=(2,-1,3)-(4,50=8-5+0=3.

| producto escalar
W 2. Distributiva: U-(V+wW)=0v+0w
0 4. Sivw=0 = vV y w son perpendiculares.

« Algunas propiedades de
1. Conmutativa: VW=
3. Paratodo v : Vv >

Aplicaciones del producto escalar

1) El médulo de un vector V = (a;,by,c,), se define asi: [V| = +JV7 =/a,” +b,* +¢,”

Ejemplo:
El médulo de los vectores Vv=(2,-1, 3) y w= (4,5, 0) es:

|\7|=\/22+(—1)2 +32 =\14" |W|: 42 152 102 = /a1

2) Coseno del angulo que forman dos vectores
V-

v
SiV=(v,,V,,V;) Yy W=(W, W,, W) se tiene que:

- e N R R R Sy 2 2
VA = VWG + VoW + VW, [V] = 4/Vp” +V,7 + Vs y|w|_\/w1 W, Wyt =

=1

De la primera definicion del producto escalar, se deduce que: cos(V, W) =

<i

[

- VW VW, +V,W, + VW,
= cos(V, W) = ﬁ ~
7] \/vl +V, v, \/Wl +w,” +w,’
Ejemplo:
El coseno del angulo que forman los vectores v = (2, -1, 3) y w= (4, 5, 0) sera:
. VW 8-5 3 . B 3
cos(V, W) = ——= = = angulo (v, W) =arccos = 82,8°.
VW V14441 /574 \J574
3) Vectores ortogonales y vectores ortonormales. "
Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si su producto escalar vale cero. 00 3
Si dos vectores ortogonales tienen médulo 1, se llaman ortonormales. — *
Los vectores de modulo 1 se llaman unitarios. Para cualquier vector &, el vector
—-a es unitario. d
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Ejemplos:
a) Los vectores a= (1, -2, 5)y b = (3, -1, —1) son ortogonales, pues
i-b=(1-25)-(3,-1,-1)=3+2-5=0

b) Hay infinitos vectores perpendiculares a otro dado. Asi, si = (1, -2, 5), para que otro vector
b = (x, y,Z ) sea perpendicular a éI debe cumplirse que -b = 0. Esto es:

(1,-2,5) - (x,y,2) =0= x-2y+5z=0. a _
Algunos de esos vectores, que pueden determinarse por tanteo, son:

b, =(5,0,-1), b, = (1, 3, 1) 0 b, = (-3, 1, 1). g
Observacion: La expresion x—2y+5z =0 es la ecuacién de un plano.
Todos los vectores contenidos en ese plano son perpendiculares al vector a= (1, -2, 5).

c) Podria plantearse el problema de encontrar el valor de k que hace que los vectores vV = (-1, 2, k) y
W= (2, k, —=1) sean perpendiculares.
— Debe cumplirse que v-w=(-1,2,k) - (2,k,-1)=0=-2+2k-k=0=k=2.

d) Los vectores a= (1,0, 1) y b =(1, 1, 1) son perpendiculares; entonces, los vectores

a__ 1 1 b1 4oy la.
H_ﬁ(l,o,l) \/_(101) (\/_ \/_j H m(l, 1,1)_\/5(1, 1,1)

son unitarios y ortogonales; por tanto, son ortonormales.

e) La base canodnica, B = {61,62,63} ={(@1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}, es una base ortonormal, pues
estd formada por vectores unitarios, perpendiculares dos a dos. (La comprobacion es inmediata).

4) Distancia entre dos puntos 34-
La distancia entre dos puntos A y B, d(A, B), es igual al mddulo del vector A
que determinan: d(A, B)z‘ﬁ‘. foa

I
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Si las coordenadas de esos puntos fuesen A = (&, a,, a;) yB = (b;, by, b;), G;L_c.f-'---"""
entonces

AB = (by —ay,b, ~ay,by —a;) = A(A, B) = [AB|= /(b —a, " + (b~ )7 + (b~ )

Ejemplo:
SiA(L, -2, 0) y B(3, -1, 4), la distancia, d(A, B) = /(3—-1)2 + (-1-(-2))? + (4—0)? =+/21
Es evidente que coincide con el médulo del vector

AB=b-a=(3-14)-(1,-20)=(214) > ‘ﬁ‘=\/22+1z+42 _ 21

Pequenios retos
Dados los vectores d=(3, 4, -3), b=(-1, 5, -3)y ¢=(0, 6, 8), halla:

a)d-byac b) &ngulos (a,b)y(a, c) c¢) Un vector unitario en la direccién de €

Soluciones:
a) 26 y 0. b) 41,09° y 90°. ¢) (0, 0,6, 0,8).
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