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DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Si una funcioén f esta definida para todos los valores de x pr6ximos a a, aungque no necesariamente
en el mismo a, entonces, se dice que el limite de f (x) vale I, cuando x tiende a a, si el valor de

f (x) se aproxima a | cuando x se aproxima a a.
Se escribe asi: lim f(x) =1. (También f(x) — I, cuando x — a).
X—a
Siuna funcion f (x) no tiende a ningun nimero concreto cuando x tiende a a, se dice que no tiene

limite cuando x tiende a a. )
(Pueden verse ejemplos pinchando AQUI).

Definicién de limite de una funcién en un punto

Existird el limite de f (x), cuando X — a, y su valor serd |, si para

cualquier entorno de I, E_(I), puede encontrarse otro entorno de a, Hh

Es(a) , de manera que todos los valores de x € E5(a) se transformen, =N 0

mediante f(x), en puntos de E_(l). SOo)™ -z | T~

O con simbolos: acs |l ass
lim f(x)=1<ve>035>0 VX, 0<|x—a<d=|f(x)-Il<e a~,

Esta expresion se lee asi: “limite de f(x) cuando x tiende a a es igual a I”, equivale a decir que

“para todo nimero épsilon mayor que cero, existe un nimero delta, también mayor que 0, tal que
para todo x que cumpla que su diferencia con a, en valor absoluto, sea mayor que 0 y menor que
delta, se cumple que la diferencia entre f(x) y I, también en valor absoluto, es menor que el

namero épsilon elegido”.
La condicion, 0 < |x - a| , Indica que x no toma el valor a, pues en tal caso x —a = 0.

La condicion, |[x—a| <&, indica que x e E;(a). Estoes: a—d<x<a+3.
La conclusion, |f(x)—I|<e, significa que f(x) e E,(I). Estoes: |-e< f(x)<l+e

Ejercicio:

Demuestra, aplicando la definicion, que I|'rr;(x2 -3)=1.

Solucién:

Hay que ver que para cualquier & > 0, existe 5 > 0 tal que si [x— 2| < &, entonces ‘(x2 -3) —]4 <e.

Como ‘(x2 ~3) —]4 <g o ‘xz —4‘ <g = —g<x*—4<g = (transformando la desigualdad) =

A-g<X?<ld+e =>Jh—g<x<Abd+e.
Por tanto, tomando & < minimo de {2—«/4—s,«/4+s —2} se cumple que ‘(x2 -3) —ﬂ < ¢. Luego,

efectivamente, el limite vale 1.
Por ejemplo, si se toma € = 0,1, el valor de & puede ser cualquier nimero menor que 0,02485, pues

& < minimo de {2—\/4—0,1,J4+o,1—2} = min{0,02516, 0,02485). Si se elige 5 = 0,2 se tendra

que para todo x tal que |x -2/ < 0,02 < 1,98 < x < 2,02, se cumple que ‘(x2 -3 —ﬂ <0,1.
— Si se toma € = 0,01, el valor de 5 puede ser cualquier nimero menor que 0,00249, pues
8 < minimo de {2-/4-0,01,/4+0,01 -2} = min{0,00250, 0,00249); por ejemplo, & = 0,02.
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Limites laterales
En la definicién de limite no se distingue entre las posibilidades x <a o0 x > a, pues al escribir

0< |x — a| < & resulta indiferente: lo Gnico que se pide es que x este préximo a a.

No obstante, algunas veces conviene distinguir si X — a por la izquierda (siendo x < a), que se
escribe X — a7; 0 si x — a por la derecha (siendo x > a), denotado por x — a".

Esta distincion da lugar al estudio de los limites laterales.
« A lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda.

X—a~

« A lim f(x) se le llama limite lateral por la derecha.

x—at

Observacién:

Este estudio tiene interés cuando:

1) La funcidn esta definida a trozos y se quiere calcular el limite en alguno de los puntos de unién
de los diferentes trozos.

2) La funcion tiene asintotas verticales y se quiere determinar la posicién de la curva respecto a
ellas.

Pues bien, para que exista el limite de una funcidn en un punto es necesario que existan los limites
laterales y que sean iguales. Esto es, para que exista lim f(x) =1 es necesario que

X—a
lim f(x)= lim f(x)=1.
x—a~ x—at
Ejemplos:
2 -
. _ . X“, six<l
a) Para estudiar el limite de la funcion f(x) = ) en el punto x 2
2—-X, six>1

=1 es necesario considerar los limites laterales. 1+
Por la izquierda: lim f (x) = Iim x? =1 /

X—1" x—1" T I
Por la derecha:  lim f(x) = lim(2—-x) =1 -1 1 01 2

x—1" x—1" -1 -
Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale 1.

. X2, six<l
b) La funcion f(x) = no tiene limite en el punto x = 1, pues: 3
—x2+3, six>1
L , , 2-

Por la izquierda: lim f(x) = lim x* =1.

x—1" x—1" 14
Por la derecha:  Iim f(x) = lim (-x*+3) =2 /

x—1* x—1" . : :
Como ambos limites no valen lo mismo, la funcién dada no tiene limite en ese -1 1 0 1 k
punto. -1
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