1
J v C"h -0 Matematicas 0. Algebra elemental

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto de los nimeros reales, R, es el mas amplio de los nimeros usuales. Puede considerarse

como una sucesiva ampliacion de los demas conjuntos numéricos, pues: Nc Zc Q cR
Esquematicamente:

Naturales Q
Racionales Negativos
Reales ) ]
Fraccionarios
Irracionales

Cuando no se advierte nada se trabaja con nameros reales. Esto es, el nimero de partida o el
buscado es un namero real, no debiendo restringirlo a natural, entero o racional. Esta premisa es
muy importante y necesaria en Analisis Matematico (en Célculo). Asi, los conceptos de funcion, de
limite, de derivada... tienen significado en R, y pueden resultar no validos para los demas conjuntos
numéricos. Por eso, al definir el conjunto de los nimeros reales hay que precisar los conceptos.

La recta real
Los nameros reales pueden representarse sobre una recta. Asi:
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A cada punto de la recta le corresponde un nimero real; y al revés, a cada nimero real le
corresponde un punto de la recta.
La recta real es “compacta”: no tiene ningun punto vacio, sin rellenar. Entre cada dos nimeros
reales siempre hay otro numero real. Asi, entre 0,65 y 0,66 esta, por ejemplo, 0,651. Entre 0,65 y
0,651 estd 0,6501... En consecuencia, entre cada dos nimeros reales hay infinitos nimeros reales.
La representacion grafica de un numero real en la recta siempre es aproximada.
Los nameros reales con infinitas cifras decimales suelen aproximarse, pero hay que saber que se ha
hecho una aproximacion. Cuando se opera debe hacerse con el nimero real exacto, no con su
aproximacion. Y cuando se da un resultado debe darse el nimero real, aungque puede convenir dar

su aproximacion para entender mejor el resultado. Asi, por ejemplo si un resultado es /32 puede
darse /32 ~ 5,66, pero no dar como solucién sélo 5,66.

Definicién axiomatica de R

El conjunto de los nimeros reales se puede definir de manera axiomatica como sigue:

1) R tiene estructura algebraica de cuerpo: la terna (R, +, -) es un cuerpo.

Con esto se quiere decir que en R hay definidas dos operaciones + y -, suma y producto, que
cumplen las siguientes propiedades:

Respecto de la suma:
Asociativa: a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c).
Conmutativa: a+b=b+a.
Existe neutro, que es el 0, que cumple: a+0=0+a=a.
Todo elemento de R tiene opuesto. El opuesto de a se escribe —a y cumple: a + (— a) =0.
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Respecto del producto:
Asociativa: ab-c =(ab)c=a{b<).
Conmutativa: ab=b-a.
Existe elemento unidad, que esel 1, que cumple: al=1a=a.
Todo elemento de R, distinto de 0, tiene inverso.

(El'inverso de a se escribe L o a'ycumple: ai =1).
a a

Ademas se cumple la propiedad distributiva: a{b+c)=ab+a<.

Observacién: La propiedad a1=1-a=a no es una triviliadad. Por ejemplo, es necesaria para sacar
factor comdn; asi 3ab+b=3ab+1b=(3a+1)b.

2) R es un conjunto totalmente ordenado.
Esto quiere decir que dados dos nimero reales, x e y, se cumple alguna de las desigualdades
siguientes: x <y, o bien, y < x. (El simbolo < puede sustituirse por <).
« X<y significaquey—-x>0.
« X<y significaquey-x>0.
Graficamente, un nimero real es mayor que otro si esta representado a su derecha. Los nimeros
situados a la izquierda del O se llaman negativos; los situados a su derecha, positivos.

X negativo < x <0 X positivo < x>0

Xx<0 x>0

0

Ademaés se verifican:
« Six<y = x+z<y+z,paracualesquierax,y,z € R.

« Six<y = xz<yz,paracualesquierax,y e Ryz>0.
« Si X<y = xz>yz,paracualesquierax,y e Ryz<0.

Observacidn: El conjunto de los nimeros racionales, Q, verifica las propiedades anteriores. Lo que
hace mas potente a R es el tercer axioma.

3) Axiomas del extremo superior: "Todo conjunto de nimeros reales no vacio y acotado
superiormente posee extremo superior”.

Esto es, si A es un conjunto de numeros reales, A # &, y estd acotado superiormente, entonces A
tiene una cota superior minima.

« Definiciones:

Cota: Un conjunto A c R est4 acotado superiormente si existe un nimero k, tal que para todo x € A
se cumple que x <k. Ak se le llama cota de A.

Un conjunto A puede tener infinitas cotas. (Analogo para cota inferior).

Extremo superior (m): es la menor de las cotas superiores de A; la cota superior minima (también se
Ilama supremo). Sim e A, se le llama maximo, pues coincide con el mayor numero de A. (Analogo
para extremo inferior; y para minimo).

Ejemplos:
a) El conjunto de los nimeros reales que son menores que 2, A= {x eR[x< 2}, esta acotado

superiormente por 7, y por 3, y por 2,3... El extremo superior, la cota superior minima es 2. Este
conjunto no tiene maximo: no puede concretarse; se sabe que es 1,999...
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b) El conjunto de los nimeros reales B = {x eR | X < 3}, esta acotado superiormente por 3,2, y por
3,1, y por 3,01. La cota superior minima de B es 3. Este conjunto tiene un valor maximo, que es 3.
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c) El conjunto de los nameros reales C = {x eR | 1<x< 3}, esta acotado inferiormente por 0, y por

0,9, y por 1, que es el extremo inferior, la cota inferior maxima; coincide con el minimo de C. (Este
conjunto también esté acotado superiormente por 3).
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